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Abstrakt

Prace pojednava o novych formélnich modelech popisujici rekurzivné vycislitelné jazyky.
Jsou predstaveny konstrukce bezkontextovych a EOL gramatik nad volnou grupou a obous-
tranny zasobnikovy automat nad volnou grupou. Déle bude nasledovat také pojednani o
jejich redukovanych verzich. V piipadé bezkontextovych gramatik nad volnou grupou jsme
schopni redukovat pocet nonterminalnich symbolu na osm, aniz bychom snizili silu téchto
gramatik. Lepsiho vysledku dosdhneme v piipadé EOL gramatik nad volnou grupou, kdy
nam stac¢i k popisu rekurzivné vyécislitelného jazyka EOL gramatika nad volnou grupou s
Sesti nonterminalnimi symboly. V oblasti automati se podafilo redukovat zasobnikovou
abecedu na pouhé ¢tyfi nonterminalni symboly.
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Abstract

In the context-free and EOL grammars discussed in this paper, the derivations are introduced
over free groups rather than free monoids. It is proved that both grammars with derivations
introduced in this way characterize the family of recursively enumerable languages in a very
succinct way. Specifically, this characterization is based on the eight-nonterminal context-
free grammars and six-nonterminal EOL grammars over free groups. The next part of the
paper establishes the two-sided pushdown automata over free groups. Their construction
is based on queue grammars. A version with the reduced number of four symbols in the
pushdown alphabet is also studied.
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Kapitola 1
Uvod

V teorii formalnich jazykiu se predstavuje velké mnozstvi modifikaci zakladnich formalnich mo-
delti. Tyto modifikace maji za cil zvysit vyjadiovaci schopnosti daného modelu a stejné tak je to
i v této praci. Zde predstavené modifikace zasahuji do definice derivace, derivace je definovana
nad volnou grupou misto nad volnym monoidem a zadna jina rezie nebo fizeni generovani vét
jazyka neni nutna. Vyuziva se tedy predevsim vlastnosti volnych grup, konkrétné se jedna o
vyuziti konkatenace vzajemné inverznich prvki.

1.1 Klasifikace gramatik a jazyku

V soucasné dobé je zndmo velké mnozstvi riznych struktur pro popis formalnich jazykt. Nej-
castéji se jedna o popis pomoci gramatiky. Na zakladé tvaru prepisovacich pravidel téchto gra-
matik, Ize jazyky generované gramatikou rozdélit do ¢tyt t¥id definované Chomského hierarchii
jazyki. Existuji ovSem rizné modifikace gramatik, které nelze zaradit pfimo do jedné z defino-
vanych tiid. Takovéto gramatiky mohou zasahovat do né€kolika t¥id soucasné a pritom zadnou z
nich nepokryvaji. Piesto je Chomského hierarchie nejpouzivanéjsim méritkem generativni sily
gramatik a jejich jazyku.

Na samém vrcholu Chomského hierarchie jsou tzv. jazyky typu 0. V nékteré literatute se
muzeme téz setkat s oznacenim rekurzivné vycislitelné jazyky, frazové strukturované jazyky
nebo téz jazyky prijimané Turingovymi stroji. VSechny vyse uvedena oznaceni jsou si ekviva-
lentni. Tato mnozina jazyku je v této praci oznacovana zkratkou RE. Rekurzivné vycislitelné
jazyky jsou nejcastéji popisovany Turingovymi stroji nebo gramatikami typu 0, které se nekdy
oznacuji také jako obecné nebo neomezené gramatiky. Tyto gramatiky povoluji prepisovaci pra-
vidla, kterd maji na své levé strané vice nez jeden symbol, o takovychto pravidlech se v této
praci zminujeme, ze jsou kontextova. Napiiklad pfepisovaci pravidlo AB — CD je pravidlo
kontextového tvaru.

Nejznaméjsi ttidou jazykt v praktické oblasti jsou jazyky bezkontextové, oznacované také
jako typ 2. Tato tifida jazykd je v této praci oznacovana zkratkou CF. Nejcastéjsi formalni
modely pro popis bezkontextovych jazyki jsou bezkontextové gramatiky nebo zasobnikové au-
tomaty. Jak uz jejich nazev napovida, nedovoluji tyto gramatiky prepisovaci pravidla v kon-
textovém tvaru. Dostavame se tedy k dalsimu pojmu a to jsou bezkontextova pravidla. Kazdé
pravidlo, které ma na své levé strané pouze jediny symbol, nazyvame v této praci jako bezkon-
textove. Napriklad prepisovaci pravidlo A — z je bezkontextového tvaru. Bezkontextové jazyky
jsou zakladem pro vétsinu programovacich jazykt a jsou podle nich navrzeny syntaktické ana-
lyzatory pro prekladace k danym jazyktm.



1.2 Predmét vyzkumu disertacni prace

Standardné jsou derivace v gramatikach definovany nad volnym monoidem generovanym mno-
zinami terminélnich a nonterminélnich symboli (totalni abecedou) operaci konkatenace. Avsak
v souCasné dobé jsou v nékterych studii tyto derivace definovany nad jinymi algebraickymi
strukturami (viz. [20], [21], [18]). V této praci provedeme modifikaci derivace a to tak, Ze ji
budeme definovat nad volnou grupou. Déle se budeme zabyvat generativni silou takto modi-
fikovanych formalnich modelti a mozné redukce poc¢tu nonterminalnich symbolt a zasobnikové
abecedy v pripadé automati.

Soucasny stav poznani v této oblasti, rozumi se formalni modely pouze nad volnymi grupami,
neprinasi kromé této prace zasadni vysledky spadajici do teoretické informatiky. Vyjimkou jsou
prace zabyvajici se kone¢nymi automaty nad volnou grupou, které jsou schopny charakteri-
zovat tfidu bezkontextovych jazykt. Definice téchto konec¢nych automati nad volnou grupou
a jejich generativni schopnosti lze nalézt v [24] a [11]. Z oblasti automatu je také diplomova
prace Michala Berky [1], ve které jsem byl skolitelem. Tato prace byla zaméfena na navrh a
implementaci syntaktického analyzatoru zalozeného na formalnim modelu nad volnou grupou.

Tento dokument pojednava o navrhu struktur, které jsou schopny generovat celou tridu
rekurzivné vycislitelnych jazyki. Jako zaklad pouzijeme bezkontextovou gramatiku, EOL gra-
matiku a v poslednim pripadé rozsiteny oboustranny zasobnikovy automat. Spole¢né definujeme
volnou grupu nad totalni abecedou téchto gramatik a nad zasobnikovou abecedou oboustran-
ného zasobnikového automatu. Vyuzitim schopnosti uvedenych prostredkit lze dokazat, ze bez-
kontextové gramatiky nad volnymi grupami, EOL gramatiky nad volnymi grupami a rozsirené
oboustranné zasobnikové automaty nad volnymi grupami definuji t¥idu rekurzivné vycislitel-
nych jazykt a zachovavaji si tvar prepisovacich pravidel z ptivodnich modeli. Popis a vlastnosti
téchto modelt byl prezentovan v [4].

Protoze zde predstavené zakladni modifikace zvysuji pocet nonterminalnich symboli, tyka
se dalsi vyzkum redukce poc¢tu nonterminalnich symbolii, to v ptipadé bezkontextovych a EOL
gramatik nad volnou grupou. V pripadé rozsifenych oboustrannych zasobnikovych automati
redukujeme pocet symbolt zasobnikové abecedy. Je dokazano, ze vSechny modifikace zalozené
na redukci poctu nonterminalnich symbolt zachovavaji svoji vyjadrovaci silu, tedy ze stale
popisuji rekurzivné vycislitelnou tridu jazyki. Nasleduje pirehled dosazenych vysledki v pripadé
redukce poc¢tu nonterminalnich symboli:

e Pocet nonterminalnich symboli bezkotextové gramatiky nad volnou grupou byl redukovan
na osm symboli.

e Pocet nonterminalnich symbolt EOL gramatiky nad volnou grupou byl redukovan na Sest
symbold.

e Pocet nonterminalnich symboli zasobnikové abecedy rozsifeného oboustranného zaso-
bnikového automatu byl redukovan na ¢tyti symboly.



Kapitola 2
Modely pro popis jazyku

V této kapitole budou predstaveny formalni modely potifebné pro budouci konstrukce gramatik
a zasobnikl nad volnou grupou.

2.1 L systémy

L systémy poprvé predstavil Aristid Lindenmayer v roce 1968 [17]. Piivodné se jednalo o para-
lelni prepisovaci systém modelujici vicebunééné organismy. Zakladni myslenka téchto systémi
nasla vyuziti i v teoretické informatice. Vznikaji nové jazyky zalozené na OL, DOL, POL, EOL
a dalsich gramatikach. Zvlastnosti vétsiny tfid jazykt, které jsou pfijimany gramatikami za-
lozenymi na OL systémech, je jejich pozice v . Chomského hierarchii - jednotlivé tiidy mohou
prekryvat a pritom zadnou z nich nepokryvaji.

Nés bude zajimat tfida jazyka prijimand EOL gramatikami, ktera lezi nad tfidou bezkon-
textovych jazyki, ale nepokryva celou tridu jazyka kontextovych. Vhodnou modifikaci, ktera
bude predstavena pozdéji, se pokusime silu jazykt EOL gramatik zvysit na silu turingovych
stroju.

Poznamka: dalsi gramatiky zalozené na OL systémech (POL, DOL, ET0L, CTOL, FEPOL,
atd.) a vztahy mezi nimi lze najit v [25] a [23].

EOL systém

EOL systém, nebo také EOL gramatika, je ¢tvefice G = (V, X, P,w), kde
e I/ je kone¢na mnozina symboli
e > C V je konecna podmnozina terminalnich symbolta
e P je konecna mnozina pravidel tvarua — x, a €V, xe€V*

e w € V* je podatecni (startovaci) Fetézec, oznacuje se také jako azxiom gramatiky

Definice 2.1.1 Necht G = (V, X, P,w) je EOL systém a necht A a u jsou fetézce z V*. Mezi
fetézci A a p plati relace =, nazyvana prima derivace, jestlize mizeme fetézce A\ a p vyjadrit
ve tvaru

)\:.1'11’2...{En



H=WNY2..-Yn
kde xz; €V, y,eV*azr;, -y, € Pprol <i<n.

Plati-li mezi fetézci A a p relace piimé derivace, pak pisSeme A\ =4 p a fikdme, Ze Tetézec pu lze
primo generovat z fetézce A v systému G.

Definice 2.1.2 Necht G = (N,X%, P,w) je EOL systém a A a u jsou fetézce z V*. Mezi
fetézci A a p plati relace = nazyvana derivace, jestlize existuje posloupnost piimych derivaci
vi_1 = v; 1 <1 < n takova, ze plati:

A=V =0V = ...= Uy_1 = Uy = [

Tuto posloupnost nazyvame derivaci délky n. Plati-li A =% u, pak fikame, Ze Fetézec p lze
generovat z fetézce \ v systému G. Relace =7 je tranzitivnim uzévérem relace piimé derivace
=-. Symbolem =" znac¢ime n-tou mocninu relace =.

Definice 2.1.3 Jestlize v systému G plati pro fetézce A\ a u relace A =7 p nebo identita
A = u, pak piSeme A =* pu. Relace = je tranzitivhim a reflexivnim uzavérem relace primé
derivace =-.

Definice 2.1.4 Necht G = (V,%, P,w) je EOL systém. Retézec a € V* nazyvame vétnou
formou, jestlize plati S =* «, tj. fetézec a je generovatelny z axiomu w. Vétna forma, kterd
obsahuje pouze termindlni symboly, se nazyva véta. Jazyk L(G), generovany systémem G, je
definovan mnozinou vsech vét

L(G) ={ulw =" u, uweX}.

2.2 Frontové gramatiky

Na konci této prace budou predstaveny oboustranné zasobnikové automaty nad volnou grupou,
k jejich konstrukci bude zapotiebi definovat nasledujici pojmy: zleva rozsifena frontova grama-
tika a rozsifeny zasobnikovy automat, o téchto formalnich modelech pojednava tato a nasledujici
podkapitola.

Frontova gramatika

Definice 2.2.5 Frontovd gramatika (viz [14]) je Sestice, Q = (V,T, W, F,s,P), kde V a W
jsou totalni abecedy takové, e VNW =0, T CV, FCW,s e (V—-T)(W — F) je vichozi
(startovaci) axiom a P CV x (W — F) x V* x W je kone¢na relace takova, ze pro kazdé a € V
existuje né&jaky prvek (a,b,z,c) € P.

Jestlize u,v € VW, u =arb,v=rzc,a € V,r,x € V* b,c € W a (a,b,z,c) € P, potom
u = v v (). Symbolem = je oznacovana relace primé derivace v (). Obvyklym zptisobem jsou
pak definovény relace =", =1 a =*.

Jazyk generovany frontovou gramatikou @, L(Q), je definovan jako

L(Q) ={w|s =" wf,weT" feF}.



Konstrukce oboustranného zasobnikového automatu nad volnou grupou vychézi z modifi-
kace této frontové gramatiky, kterd byla predstavena v [22].

Ozna¢me tridu jazykt generovanych frontovymi gramatikami pomoci QG. Potom plati
nasledujici véta.

Véta 2.2.1 QG = RE. Dikaz je mozné nalézt v [14].

Zleva rozsifena frontova gramatika

Definice 2.2.6 Zleva rozsitend frontovd gramatika je Sestice, Q@ = (V,T,W, F,s, P), kde
V.T,W,F a s maji stejny vyznam jako v pfipadé frontové gramatiky. Mnozina pravidel P
je definovana jako kone¢néa relace P C V x (W — F') x V* x W. Na rozdil od frontové gramatiky
striktné nevyzaduje, aby pro kazdé a € V existoval néjaky prvek (a,b, z,c) v P.

Predpokladejme dale, ze # ¢ V U W. Jestlize u,v € V{#}V*W, kde u = w#arb, v =
wa#rze, a € V, ryx,w € V¥ bye € W a (a,b,x,¢) € P, potom u = v v . Standardnim
zpusobem jsou pak také definovany relace =", kde n > 0, =1 a =*.

Jazyk generovany zleva rozsifenou frontovou gramatikou je definovan jako

L(Q) = {v|#s =" wH#vf,w e V9,ive T feF}.

Nasledujici pomocné véta bude pouzita pri konstrukci oboustranného zasobnikového
automatu nad volnou grupou.

Lemma 2.1 Pro kazdy rekurzivné vycislitelny jazyk L existuje zleva rozsifena frontova gra-
matika @) takova, ze L = L(Q) a pro kazdé pravidlo (a,b,z,c¢) € P plati a € (V —T),
be(W—F),ze (V—-T) uT*). Dikaz viz [19].

2.3 Zasobnikové automaty

Posledni forméalni model, ktery v této praci bude modifikovan je zasobnikovy automat, v tomto
pripadé kromé pridani vlastnosti volné grupy se bude modifikace tykat i samotné struktury
modelu.

Bude zménén zasobnik a to tak, aby byl schopny vkladat symboly nebo fetézce vstupni
abecedy z obou stran. Vznikne tak modifikace nazvana oboustranny zasobnikovy automat a
rozsifeny oboustranny zasobnikovy automat. Pro tcel konstrukce obou zminénych modifikaci
uvadim pro uplnost definice nemodifikovanych verzi zasobnikovych automati.

Zasobnikovy automat

Definice 2.3.7 Zdsobnikovy automat je sedmice M = (Q, X, T, R, s, S, F'), kde
e () je konend mnozina stavi
e ) je konecna vstupni abeceda

e [' je konecna zasobnikova abeceda
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R je konecna mnozina pravidel tvaru Apa — wq,
kde Ael, pge@,acXU{c}awel™

e 5 € () je pocatecni stav

S €T je pocatecni symbol zasobniku
e [ C () je mnozina koncovych stavii

Konfiguraci zasobnikového automatu M rozumime fetézec xpy, kde p,q € Q, A€, x,v,w €
I, a€Xaye X* Pokud rApay a rwqy jsou dvé konfigurace a Apa — wq € R, pak automat
M provadi prechod z konfigurace zApay do konfigurace zwqy podle pravidla Apa — wq a
piSeme
xApay b zwqy[Apa — wq]
nebo stru¢néji zApay + rwqy. Symboly ", =1 a F* oznacuji postupné posloupnost prechodii
délky n, n > 0, tranzitivni uzavér a reflexivni-tranzitivni uzavér relace prechodu F.
Jazyk prijimany automatem M mize byt definovan tfemi zpiisoby:

1. pfechodem do koncového stavu:
L(My) ={wlw e 2*NSswt*rf, kde f € F,r € I'"}

2. s vyprazdnénim zasobniku:
L(M,) = {wjw e * AN SswF*p, kde p € Q}

3. ptechodem do koncového stavu a s vyprazdnénim zasobniku:
L(My.) = {wjw € Z* AN SswF* f, kde f € F'}

Rozsifeny zasobnikovy automat

Definice 2.3.8 Rozsiteny zdsobnikovy automat je sedmice N = (Q, %X, T, R, s, S, F'), kde

e () je konecna mnozina stavii

3] je konecna vstupni abeceda

I' je konecna zasobnikova abeceda

R je konecnd mnozina pravidel tvaru vpa — wq,
kde p,g € Q,a € X U{e}, av,w e ™

s € () je pocatecni stav
e S €T je pocatecni symbol zasobniku
e I C () je mnozina koncovych stavii

Konfiguract zasobnikového automatu N rozumime fetézec xpy, kde p,q € Q, z,v,w € I'*,;a € &
ay € ¥*. Pokud xvpay a rwqy jsou dvé konfigurace a vpa — wq € R, pak automat N provadi
prechod z konfigurace xvpay do konfigurace rwqy podle pravidla vpa — wq a piseme

zvpay by zwgylvpa — wq]
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nebo struéndji zvpay - rwqy. Symboly F", =1 a F* oznacuji postupné posloupnost prechodii
délky n, n > 0, tranzitivni uzaver a reflexivni-tranzitivni uzavér relace prechodu .

Jazyk prijimany automatem N je definovan tifemi zptsoby stejné jako zasobnikovy auto-
mat M. Rozsifeni tohoto zasobnikového automatu spociva ve schopnosti ¢ist ze vstupu nejen
symboly ale i fetézce.
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Kapitola 3

Volné grupy

Definujme si konec¢né strukturu volné grupy, ktera nas bude v souvislosti s nasim vyzkumem
zajimat. Uvedme nejprve, jak je definovana volné varianta struktury jednodussi — tedy mono-
idu.

3.1 Volny monoid

Volngy monoid na mnoziné V' je monoid, jehoz prvky jsou vSechny konecné tetézce slozené z
prvkl mnoziny V' za pomoci binarni operace konkatenace véetné prazdného fetézce e, ktery je
neutralnim prvkem. Tyto fetézce Casto nazyvame slova a mnozinu vsech slov nad mnozinou V'
znacime V'*.

Definujme nyni vyse uvedené formélneé.

Definice 3.1.1 Mnozina V se nazyva volnd bdaze monoidu G, jestlize V' generuje G a kazdé
zobrazeni f : V — H, kde H je monoid, lze rozsitit na homomorfismus g : G — H. Monoid G
se nazyva volng, jestlize ma alespon jednu volnou bazi.

Volny monoid generovany mnozinou generatort V' pomoci operace konkatenace je v teorii for-
malnich jazykt znacen jednoduse symbolem V*.

Piiklad 3.1.1 Uvazujme mnozinu V = {a,b,c}. Potom prvky volného monoidu budou
vsSechny Tetézce slozené z prvkad mnoziny V. Napriklad abc, €, abee, a, cbcc € V*.

3.2 Volna grupa

Podobné jako v ptipadé volného monoidu, definujme si pojem volné grupy nejprve neformalné.
Volnd grupa na mnoziné M je grupa, jejiz prvky jsou vSechny konecéné fetézce slozené z prvki
mnoziny M za pomoci binarni operace konkatenace a to véetné prazdného Tetézce e, ktery je
neutralnim prvkem. Pfipomenime, Ze aby se jednalo o grupu, musi mnozina M ke kazdému
svému prvku obsahovat prvek inverzni (vyjimku tvoii pouze neutralni prvek, ktery je inverzni
sam k sobé).

Uvedme si formalni definici.
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Definice 3.2.2 Mmnozina V' se nazyva wvolnd bdze grupy G, jestlize V' generuje G a kazdé
zobrazeni f : V — H, kde H je grupa, lze rozsifit na homomorfismus g : G — H. Grupa G se
nazyva volnd, jestlize ma (alespoti jednu) volnou bazi.

Aby nedoslo k zaméné oznaceni volného monoidu a volné grupy, stanovme si zde, ze volnou
grupu generovanou mnozinou generatori V' pomoci operace konkatenace budeme znacit jedno-
duse symbolem V°. Protoze mnozina V' obsahuje ke kazdému prvku i prvek inverzni, mohou se
vsechny prvky z V' vyskytovat v jednotlivych slovech mnoziny V°. Kazdé slovo, které obsahuje
dvojice Tx nebo z7, lze dale redukovat az k jejich uplnému odstranéni. Slovo, které neobsa-
huje zadné vyse uvedené dvojice prvki vzajemné inverznich, se potom nazyva redukované. Lze
dokazat, ze kazdému slovu odpovida pouze jediné slovo redukované a to bez ohledu na poradi
redukei jednotlivych dvojic vzédjemné inverznich symboli. Dikaz je mozné najit napf. v [12].

V pozdéjsim spojeni gramatiky a volné grupy vsak budeme moznost redukce dvojic vzajemné
inverznich symbolt hojné vyuzivat. Zvlasté dilezitym prvkem se stane inverzni fetézec.

Definice 3.2.3 Necht w = w;...w, je Fetézec z V°, kde wy,...w, € V, n > 0, potom
inverzni Tetézec k fetézci w je definovan jako w = w,, ... w, kde wy, ..., w, € V atedy w € V°.

Piiklad 3.2.2 Uvazujme mnozinu V' = {a, b, ¢, a, b, ¢}, potom inverzni fetézec k fetézci bcaa €
V*° je roven fetézci aach € V°. Protoze aa = aa = ¢, bb = bb = € a ¢c = c¢ = ¢, je ziejmé, Ze
spojenim obou Tetézch ziskame bcaaaach = aacbbcaa = €.

Definice 3.2.4 Necht w je Fetézec z V° a w je inverzni Fetézec k fetézci w. PFi jejich kon-
katenaci dojde k néslednému vyruSeni ww = ¢ a ww = ¢, tento jev zalozeny na konkatenaci
vzajemneé inverznich symbol budeme oznacovat jako redukca.

Priklad 3.2.3 UvaZujme opét mnozinu V = {a,b, c,a, b, ¢}, kde inverzni prvek ke kazdému
prvku x € V je prvek 7 € V. Kazdy prvek mnoziny V' ma tedy sviij inverzni protéjsek a tak lze
mnozinu V' pouzit jako generator volné grupy V°. Prvky volné grupy V° jsou vSechny retézce
slozené z prvkt mnoziny V. Naptiklad abc, e, abe, abe, cacbee € V°.
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Kapitola 4

Gramatiky nad volnymi grupami

V této kapitole budou pfedstaveny nové formalni modely zaloZzené na gramatikach. Standardné
jsou derivace v gramatikach definovany nad volnym monoidem generovanym mnozi-nami ter-
mindlnich a nonterminélnich symboli (totélni abecedou) operaci konkatenace. V této praci
provedeme modifikaci derivace a to tak, Ze ji budeme definovat nad volnou grupou. Déle se
budeme zabyvat generativni silou takto modifikovanych gramatik. Jako prvni pripad prozkou-
méame modifikaci bezkontextovych gramatik. Budeme vychazet z gramatik typu 0, popsanych
Kurodovou normalni formou, predstavime konstrukci, kterd danou gramatiku v Kurodové nor-
malni formé transformuje na gramatiku bezkontextovou nad volnou grupou. Podobné budeme
transformovat i EOL gramatiky.
Tato kapitola byla ve velkém méfitku inspirovana [20].

4.1 Bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami

Vyse jsme si uvedli matematické a algebraické zaklady formaln€é, zde zavedeme urcité zjednodu-
seni. Uvazujme libovolnou abecedu V. Zdtraznéme znovu, ze symbolem V° budeme oznacovat
volnou grupu generovanou mnozinou generatori V' operaci konkatenace. Pritom plati, Ze pro
kazdy symbol x € V existuje pravé jeden inverzni symbol T € V. Prazdny fetézec ¢ € V° je
neutralnim prvkem.

Spojenim bezkontextové gramatiky a volné grupy generované totalni abecedou této grama-
tiky ziskame bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou, kterou si nyni definujeme.

Tato problematika byla blize popsana v [3].

Definice 4.1.1 Bezkontextovd gramatika nad volnou grupou (zkracené CF°) je ¢tverice I' =
(V,3,P,S), kde V, 3 a S m4 stejny vyznam jako v gramatikdch bezkontextovych. Déle P je
kone¢na mnozina pravidel tvaru A — z, kde A eV — Y ax e V*.

Nés bude zajimat hlavné schopnost struktury generovat jazyky. Nasim cilem je samoziejmeé co
nejvyssi sila — idealné schopnost generovat celou tiidu jazykt typu 0.

Jesté nez za¢neme s podrobnym prizkumem, musime si definovat relaci pfimé derivace =°.
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4.1.1 Derivace v bezkontextové gramatice nad volnou grupou

Definice 4.1.2 Necht I' = (V, X, P, S) je bezkontextova gramatika nad volnou grupou. Mezi
fetézci A a p plati relace =° zvand pfiméa derivace, pokud oba fetézce miizeme vyjadrit ve tvaru

A= aAp

p=axp

a zaroven p = A — x € P, kde «, 3,2 € V*. Potom piSeme A = p [p] a fikdme, Ze Tetézec A
primo derivuje fetézec pu podle pravidla p v bezkontextové gramatice nad volnou grupou I'.

V pripadé bezprostfedniho vyskytu dvojice T nebo Tz, kde x,7 € V, ve vétné formé se
tato okamzité redukuje podle pravidel popsanych vyse. Protoze je vyslednd redukovana vétna
forma nezavisla na poradi pripadnych redukci jednotlivych dvojic vzajemné inverznich symbold,
necini tento jev zadné problémy pii generovani vét jazyka.

Poznamka Tranzitivni uzdvér =1+, reflexivni a tranzitivnd uzdvér =9 a derivace délky n
=1 jsou definovany zcela prirozené stejnym zptsobem jako v piipadé béznych gramatik. Po-
dobné symbol r jako dolni index symbolu zavedené relace nebudeme uvadét, pokud je z kontextu
ziejmé, o kterou bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou se jedné.

4.1.2 Jazyk generovany bezkontextovou gramatikou
nad volnou grupou

Definice 4.1.3 Necht I' = (V, X, P, S) je bezkontextova gramatika nad volnou grupou. Reté-
zec o € V° nazyvame vétnou formou, jestlize plati S =°* «, tj. Fetézec « je generovatelny ze
startovaciho symbolu S. Vétna forma, ktera obsahuje pouze terminalni symboly, se nazyva véta.
Jazyk L(T'), generovany bezkontextovou gramatikou nad volnou grupou, je definovan mnozinou

vsech vét
LO)={w|S="wAweX"}

generovatelnych z vychoziho symbolu této gramatiky:.

4.1.3 Generativni schopnosti bezkontextovych gramatik nad vol-
nymi grupami

Nyni se budeme zabyvat generativnimi schopnostmi nové zavedené struktury. Nasim cilem je
ukazat, ze pro kazdou gramatiku H typu 0 existuje ekvivalentni bezkontextova gramatika nad
volnou grupou I' takové, ze L(H) = L(T).

Je tedy nutné najit urcity algoritmus transformace gramatik typu 0 na bezkontextové gra-
matiky nad volnymi grupami.

Pravidla tvaru A — ¢, kterda mohou byt aplikovana kdekoliv, ptisobi potize pfi praci s vol-
nou grupou (konkrétné se jedna o simulaci kontextovych pravidel), proto bylo z [21] pfevzato
nasledujici lemma. To zajisti prevedeni pravidel tvaru A — ¢ na pravidla tvaru A — B. Ke
gramatice je poté pfidana urcita rezie, kterd zajisti prijimani ptivodniho jazyka. V této rezii
se vyskytuje pouze jedno pravidlo tvaru A — &, jeho pouziti je snadné oSetrit a ve vysledné
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gramatice nad volnou grupou necini jeho vyskyt potize. Vice podrobnosti lze nalézt v prikladu
konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou. Nyni si uvedeme zminéné lemma.

Lemma 4.1 Pro kazdou gramatiku H = (N, X, P, Sy) typu 0 existuje ekvivalentni gramatika
G = (NU{X,Y},3, P Sg) typu 0, kde {X,Y,Sg} N {N UX} = @ takovd, Ze jeji mnozina
prepisovacich pravidel obsahuje pouze pravidla tvaru:

(1) AB— CD pro A,B,C,D e N
(2) Amzpro Ae Naxz e N2°UZ
(3) AY = YApro Ae N
(4) Sqg — XSy

(5)

(6)

6) X — ¢

Je zfejmé, Ze nova gramatika je v Kurodové normalni formé a tedy jeji generativni sila bude
odpovidat jazykim typu 0.

Dukaz 4.1.1 Z dikazu si uvedeme pouze konstrukei, kterou je téz mozné najit v [21]. Uva-
zujme gramatiku H = (Ng, 3, Py, Sy). Bez ztraty na obecnosti mtizeme predpokladat, ze H je
v Kurodové normalni formé, tedy mnozina piepisovacich pravidel Py obsahuje pouze pravidla
tvaru

e AB—CD
e A— BC

A—a

e A — ¢

A, B,C € Ng,a€X.

Navic predpokladejme, ze {Sq, X, Y} N (Ny UX) = ). Definujme novou gramatiku
G = (Ng, %, Pg, Sg), kde mnoZina Ng = Ny U {X,Y }. MnoZinu ptepisovacich pravidel Pg
zkonstruujeme nasledovné:

1) pokud A — z € Py, kde A€ Ny ax € N5 UX, potom pridej A — z do Pg

2) pokud AB — CD € Py, kde A,B,C,D € Ny, potom pridej AB — CD do Pg

(1)
(2)
(3) pokud A — ¢ € Py, kde A € Ny, potom piidej A — Y do Pg
(4) pro kazdé A € Ny pridej AY — Y A do Py

(5)

5) pridej S¢ — XSy, XY —- X a X — e do Pgq
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Tim je konstrukce hotova.

Transformaci gramatiky H na gramatiku G zajistime, Ze se v nové gramatice G bude vyskyto-
vat pouze jediné pravidlo typu A — € a to pravé pro A = X. VSechna pravidla z gramatiky H
tvaru A — ¢ jsou v nové gramatice G prevedena na pravidla A — Y.

V gramatice G pomoci pravidel AY — Y A zajistime postupné predavani nonterminalu Y
na zacatek vétné formy, respektive za nonterminal X . Po takovémto pfesunu se uplatni pravidlo
XY — X. Tim je provedena simulace pravidel A — ¢ z pivodni gramatiky H.

Zbyva zavést na zacatek kazdé vétné formy nonterminal X. To zajisti pravidlo S¢ — X Sg.
Po vymazani vSech nontermindli Y je zapotfebi odstranit i pomocny nonterminal X, k tomuto
ucelu slouzi pravidlo X — . Pro lepsi pochopeni je uveden néasledujici ptiklad.

Poznamka Pripomenime, Ze podle zavedenych konvenci z teorie formalnich jazyku je tiida
vsech jazykl typu 0 znacena symbolem RE. Ozna¢me CF° tiidu vSech jazykt generovanych
bezkontextovymi gramatikami nad volnymi grupami (ekvivalentni nazev by taktéz mohl byt
,tfida vSech jazykt generovanych gramatikami typu 2 nad volnymi grupami”).

V tuto chvili jiz méame definovano vSe potfebné a muzeme si tedy vyslovit nasledujici vétu.

Véta 4.1.2 CF°=RE

Jinymi slovy tato véta tika, ze pro kazdou gramatiku G typu 0 existuje ekvivalentni
bezkontextova gramatika nad volnou grupou I' takova, ze L(G) = L(T").

Dikaz 4.1.2 7 dukazu bude prezentovana pouze konstrukce. Predpokladejme,
ze G = (Ng, %, Pg, S) je gramatika typu 0 podle lemma 4.1.

Bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou I' = (V, %, Pr, S), kde Nt = NgU N¢g U Ng,
V = Nr U X sestrojime nasledovné:

I pokud A — x € Pg,
kde z € (NZU{Y}UX), A € Ng,
potom piidej A — = do Pr

IT pokud AB — CD € Pg,
kde A, B,C,D € Ng,
potom piidej A — C{ABCD),
B — (ABCD)D do Pr
a (ABCD), (ABCD) pridej do N¢g
III pro XY — X € Pg
pridej X — X(XY X),
Y — (XY X) do Pr
a (XY X), (XY X) pridej do N¢g
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IV pro X — e € Pgq
piidej X — (X)(X) do Pr

a (X), (X) pfidej do N¢g

V pro Z € NoUX
ptidej Z do Ng

Tim je konstrukce I' hotova.

Mnozina Ng obsahuje inverzni symboly k symboltim z mnoZziny Ng U X, tzn. které nejsou
obsazeny v mnoziné Ngg. Tato mnozina inverznich symboli pouze doplituje V' na generator
volné grupy. Mnozina N¢g obsahuje nezbytné nutné nontermindly a jejich inverzni protéjsky,
které jsou potieba pro dalsi kroky diikazu a které se tykaji kontextovych prepisovacich pravidel.

Hlavni myslenka diukazu Gramatika nad volnou grupou I' simuluje aplikace kontextovych
pravidel tvaru AB — CD a to pomoci dvou deriva¢nich kroki, které zajisti pravidla A —
C(ABCD) a B — (ABCD)D (bod II). Nésledujici vétna forma bude mit tvar «C(ABCD)
(ABCD)Dg. Par (ABCD)(ABCD) je redukovan pomoci vlastnosti volné grupy, tedy vysledna
vétna forma je «C'Df. V§imnéme si, Ze symboly typu (ABCD) a (ABC' D) mohou byt odstra-
nény z vétné formy jen a pouze pomoci vlastnosti volné grupy, neexistuje totiz zadné pravidlo,
které by tyto nonterminalni symboly prepsalo. Je tedy ziejmé, ze v ptripadé nekorektniho pri-
béhu simulace ptivodni gramatiky ziskame tyto symboly bez svych inverznich protéjski, nedo-
kazeme je eliminovat a zablokuji tak derivaci. Ostatni pravidla, ktera maji tvar bezkontextovych
pravidel, jsou gramatikou I' pfevzata.
Tento princip je stejny i u EOL gramatik nad volnymi grupami.

Zbyvéa dokazat, Ze jsou obé gramatiky ekvivalentni, tedy Ze plati rovnost L(G) = L(I"). Nutné
potom také L(G) C L(I') A L(T") € L(G).

4.2 EOL gramatiky nad volnymi grupami

Druha modifikace se bude tykat EOL gramatik. Konstrukce bude velmi podobna, proto bude
popsana strucné€ji. Divodem pro¢ byly zvoleny EOL gramatiky, je jejich paralelni pfistup k
derivovani vétnych forem a dale jsme jejich pomoci ziskali lepsi vysledky v oblasti redukce
nonterminali.

Spojenim EQOL gramatiky a volné grupy generované totalni abecedou této gramatiky ziskame
EOL gramatiku nad volnou grupou, kterou si nyni definujeme.

Tato problematika byla blize popsana v [8].

Definice 4.2.4 EOL gramatika nad volnou grupou (zkracené EOL®) je ¢tverice I' = (V, X, P, w),
kde V' a ¥ ma stejny vyznam jako v EOL gramatikach. Dale w € V° a P je kone¢na mnozina
pravidel tvaru X — z, kde X e V ax € V*.

Pro Gplnost definujeme relaci pfimé derivace =7p.
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4.2.1 Derivace v EOL gramatice nad volnou grupou

Definice 4.2.5 Necht I' = (V, 3, P,w) je EOL gramatika nad volnou grupou, kde V"= N UX.
Necht X a p jsou fetézce z V°. Mezi Fetézci A a u plati relace =7, nazyvana primd derivace,
jestlize mizeme fetézce A a p vyjadrit ve tvaru:

A= T1Ty...Tp
H=Y1Y2...Yn
eV, ye€Vlar, -y € Pprol <i<n.

i-li mezi fetézci r fimé deriv iSem fikdme, ze fetéz zZ
Plati-li mezi fetézci A a u relace ¢ derivace, pak piSeme A\ =7 u a fikame, ze fetézec p lze
pfimo generovat z fetézce A\ v EOL gramatice nad volnou grupou I'.

Poznamka Tranzitivni uzdvér =t, reflexivni a tranzitivni uzdvér =9* a derivace délky n
=" jsou definovany zcela pfirozené stejnym zpiisobem jako v pripadé EOL gramatik.

4.2.2 Jazyk generovany EOL gramatikou nad volnou grupou

Definice 4.2.6 Necht I' = (V, 3, P,w) je EOL gramatika nad volnou grupou, kde V"= N UX.
Retézec a € V° nazyvame vétnou formou, jestlize plati w =°* a, tj. fetézec a je generovatelny
z vychoziho Tetézce w. Vétna forma, kterd obsahuje pouze terminalni symboly, se nazyva véta.
Jazyk L(T"), generovany EOL gramatikou nad volnou grupou, je definovin mnozinou vsech vét

L) ={u|w="uueX"}

generovatelnych z vychoziho retézce této gramatiky.

4.2.3 Generativni schopnosti EOL gramatik nad volnymi grupami

Nyni se budeme zabyvat generativni schopnosti nové zavedené struktury. Cilem je dokazat, ze
pro kazdou gramatiku H typu 0 existuje ekvivalentni EOL gramatika nad volnou grupou I'
takova, ze L(H) = L(T).

Je tedy nutné opét sestrojit algoritmus transformace gramatik typu 0 na EOL gramatiky nad
volnymi grupami.

Poznamka Pripomenime, Ze podle zavedenych konvenci z teorie formalnich jazyku je t¥ida
vsech jazyki typu 0 znacena symbolem RE. Ozna¢me EOL® tfidu vSech jazykd generovanych
EOL gramatikami nad volnymi grupami.

V tuto chvili jiz médme definovano vSe potfebné a mizeme si tedy vyslovit nasledujici vétu.

Véta 4.2.3 EOL°=RE

Jinymi slovy tato véta tika, ze pro kazdou gramatiku G typu 0 existuje ekvivalentni EOL
gramatika nad volnou grupou I' takovd, ze L(G) = L(T").
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Dukaz 4.2.3 Predpoklddejme, ze G = (Ng, 2, Pg, S) je gramatika typu 0 podle lemma 2.1.
EOL gramatiku nad volnou grupou I = (V, X, Pr, wr), kde V = SUNp, Nr = NgUNgsUNg

a wr = S sestrojime nasledovné:

I pokud A — z € Pg,
kde z € (NZU{Y}UX), A € Ng,
potom piidej A — = do Pr

IT pokud AB — CD € P,
kde A, B,C, D € Ng,
potom piidej A — C(ABCD),
B — (ABCD)D do Pr
a (ABCD), (ABCD) ptidej do N¢g

III pro XY — X € P
pridej X — X (XY X),
Y — (XY X) do Pr
a (XY X), (XY X) piidej do N¢g

IV pro X — e € Pg
piidej X — (X)(X) do Pr

a (X), (X) pfidej do N¢g
V pro Z € No UX

ptidej Z do Ng
VI pro kazdé z € V

pridej z — z do Pr

Tim je konstrukce I' hotova.

MnozZina Ng obsahuje inverzni symboly k symboliim z mnoziny Ng U X, tzn. které nejsou
obsazeny v mnoziné N¢g. Tato mnozina inverznich symbolii pouze dopliiuje V' na generator
volné grupy. Mnozina Ngg obsahuje nezbytné nutné nontermindly a jejich inverzni protéjsky,
které jsou potieba pro dalsi kroky dikazu a které se tykaji kontextovych prepisovacich pravidel.

Zbyva dokazat, ze jsou obé gramatiky ekvivalentni, tedy Ze plati rovnost L(G) = L(I).
Nutné potom také L(G) C L(I') A L(T') C L(G).

Obé konstrukce jsou si velmi podobné (stejné az na bod VI a definici startovaciho fe-
tézce/nonterminalu), presto se oba modely znacéné lisi a to v definici pfimé derivace. Bezkon-
textové gramatiky nad volnou grupou pracuji sekvenéné a EQL gramatiky nad volnou grupou
prepisuji v kazdém kroku vsechny symboly vétné formy.
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Kapitola 5

Gramatiky nad volnymi grupami s
redukovanym poctem nonterminali

P1i simulaci kazdého pravidla tvaru AB — C'D vznikaji jak v bezkontextovych tak EOL gra-
matikach nad volnou grupou dva nové nonterminalni symboly. Z tohoto divodu se tato prace
dale zajima o redukci poc¢tu nonterminalnich symboli v bezkontextovych a EOL gramatikach
nad volnou grupou.

5.1 Bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami s re-
dukovanym poc¢tem nonterminali

V pripadé bezkontextovych gramatik nad volnou grupou se podafilo dosdhnout redukce poc¢tu
nonterminélnich symbolfi na osm, jmenovité to jsou, 0,0, 1,1, 2,2, S a S, pficemZ nonterminalni
symbol S je zde z dtivodit korektni definice volné grupy, nevyskytuje se v Zddném z pravidel a
tudiz ani v zadné vétné formé. Sila téchto gramatik zistava nezménéna a nadale popisuji tiidu
jazykl typu 0.

V konstrukci budeme vychéazet z upravené Kurodovy normalni formy. Tuto tpravu definuje
nasledujici pomocna véta. Divod pouziti této modifikace je blize objasnén v prikladu konstrukce
bezkontextové gramatiky nad volnou grupou s redukovanym poctem nonterminali.

Tato problematika byla blize popsana v [5].

Lemma 5.1 Pro kazdou gramatiku typu 0, H = (V,T, P, S), V = NUT), existuje ekvivalentni
gramatika typu 0, G = (V, T, Pg, S), Vo = NgUT), takova, ze kazdé pravidlo z Py je ve tvaru:

(1) AB—CD,kde A#C a A B,C,D € Ng
(2) A— BC,kde A+ Ba A B,C e Ng
(3) A— x,kde A€ Ng, x € TU{e}

Dukaz 5.1.1 Necht H = (V, T, P, S) je gramatika. Bez ztraty na obecnosti predpokladejme,
ze gramatika H je v Kurodové normalni formé.

Definujeme gramatiku G = (Vg, T, Pg, S), Vo = Ng UT, kde Pg je vytvorena nasledovné:
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(1) pro kazdé AB — AD € P ptidej AB — A'D', D" — AD do Pg a A’, D' do Ng,
kde A’ a D’ jsou dva nové nonterminaly

(2) pro kazdé A — AB € P piidej A — A'B', A’B’ — AB do Pg a A', B’ do Ng,
kde A’ a B’ jsou dva nové nonterminéaly

(3) pridej v8echna zbyvajici pravidla z P do Pg

Formalni dtikaz, ze H a G jsou ekvivalentni, je snadny a proto je ponechan na ¢tenari.

Poznamka Pripomenme, Ze pro tfidu jazykd popsanych bezkontextovymi gramatikami nad
volnou grupou jsme si zavedli oznaceni CF°. T¥idu jazyk popsanych bezkontextovymi gra-
matikami nad volnymi grupami s redukovanym poc¢tem nonterminélt budeme tedy oznacovat
pomoci CF°R.

V tuto chvili jiz mame definovano vSe potfebné a muzeme si tedy vyslovit nasledujici vétu.
Véta 5.1.1 CF°R=RE

Dukaz 5.1.2 Uvazujme gramatiku typu 0, G = (V,T, P, S), V = N UT. Bez ztraty na obec-
nosti 1ze predpokladat, ze gramatika G spliiuje vlastnosti popsané v lemma 5.1.

CF°R gramatiku, I' = (VI‘,T, P[‘,S[‘), kde Vp = N[‘ uTu T, Np = {O,ﬁ,l,i,27§, Sr,Sip}
sestrojime nasledovné.

Piipravime si injekce h : N — {0,1}>*" a h : N — {0,1}*>**, kde n = [log, |N|] a pro
které plati, ze h(A) = xy a h(A) = h(A), kde |z| = |y = n, 2 = 21... 20, Yy = T ... 71,
x1,..., 2, €{0,1} pro kazdé A € N.

Poznamenejme, Ze inverzni symboly k 0,1,2 a Sy € Nr jsou 0,1,2 a Sp € Np. Pomoci
symbolti 0, 1,0 a T budeme kédovat nonterminaly z ptivodni mnoziny nonterminélnich symbolt
N a symboly 2,2 budou slouzit jako oddélovace kédti nonterminlii.

Vratme se zpét ke konstrukei, nyni zbyva definovat mnozinu pravidel Pr:
I pridej Sr — h(S5)2 do Pr
IT pro kazdé AB — CD € P pridej 2 — h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 do Pr
IIT pro kazdé A — BC € P piidej 2 — h(A)22h(B)2h(C)2 do Pr
IV pro kazdé A — x € P piidej 2 — h(A)x do Pr
V pro kazdé a € T piidej a do T

kde A,B,C,D € N a x € T U{e}. Posledn{ bod V je nutny k doplnéni mnoziny V' na
generator volné grupy, abeceda terminalnich symbold 7" se pii generovani vét jazyka nevyuzije.

Konstrukce I' je kompletni.
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Hlavni myslenka dikazu Gramatika nad volnou grupou I' bindrné kéduje nonterminaly
ptvodni gramatiky G a simuluje aplikaci pravidel z ptivodni gramatiky. Bezkontextové pravi-
dla tvaru A — BC' (bod III) jsou nahrazena pravidlem h(A)22h(B)2h(C)2. Kde 2 je jediny
nonterminal, ktery lze prepsat, tedy symbol 2 je pfepsan a pokud se pred nim nachéazi non-
terminal A je vse korektni, protoze tento symbol je odstranén pomoci vlastnosti volné grupy
a z aplikovaného pravidla tedy zbude pouze h(B)2h(C)2. Tento fetézec odpovidd BC'. Na po-
dobném zptlisobu je postavena simulace i ostatnich pravidel. Vzdy tedy plati, Ze se pfepisuje
pouze symbol 2, pokud tedy dojde k aplikaci néjakého pravidla na nespravném misté, derivace
se zablokuje, protoze se neodstrani vSechny nonterminélni symboly.

Podobnym zpiisobem lze popsat simulaci pomoci EOL gramatik nad volnou grupou s redu-
kovanym poctem nonterminalnich symbolfi.

Zbyvéa dokéazat, Ze obé gramatiky jsou ekvivalentni, tedy Ze plati rovnost L(G) = L(I"). Nutné
potom také L(G) C L(I') a L(I") € L(G). Tato rovnost je dokdzana v [2].

Disledek 5.1.1 CF°=CF°R

Na zavér této podkapitoly poznamenejme, ze zpusob redukce vyuzivajici vlastnosti volnych
grup nikterak nezvysi pocet pravidel vzhledem k ptivodni gramatice v upravené Kurodové nor-
malni formé.

5.2 EOL gramatiky nad volnymi grupami s redukovanym
poc¢tem nonterminali

V této podkapitole popiseme mechanismus pfevodu gramatiky typu 0 spliujici vyse popsané
lemma 5.1 na EOL gramatiku nad volnou grupou s redukovanym poctem nonterminald. Pro-
toze u EOL gramatik pouzivame misto startovaciho symbolu startovaci fetézec, dosahneme tak
lepsiho vysledku nez v piipadé bezkontextovych gramatik nad volnou grupou. Vysledkem tedy
je, ze pro kazdou gramatiku typu 0 existuje EOL gramatika nad volnou grupou s pouze Sesti
nonterminalnimi symboly.

Konstrukce je opét velmi podobné, ale zptisob provadéni derivaci je paralelni, narozdil od
bezkontextovych gramatik nad volnou grupou, kde derivace probiha sekvencné.

Tato problematika byla blize popsana v [9].

Poznamka Pripomenme, Ze pro t¥idu jazykt popsanych EOL gramatikami nad volnou grupou
jsme si zavedli oznaceni EOL°. Ttidu jazykt popsanych EOL gramatikami nad volnymi grupami
s redukovanym poc¢tem nonterminalii budeme tedy oznacovat pomoci EOL°R.

Véta 5.2.2 EOL°R=RE

Dukaz 5.2.3 Uvazujme gramatiku typu 0, G = (V,T, P, S), V = N UT. Bez ztraty na obec-
nosti 1ze predpokladat, ze gramatika GG spliuje vlastnosti popsané v lemma 5.1.

EOL°R gramatiku, I' = (V¢, T, Pp, st), kde Vo = N UT UT, Nr = {0,0,1,1,2,2} sestro-
jime néasledovné.

24



Pfipravime si opét injekce h : N — {0,1}*" a h : N — {0,1}*", kde n = [log, |N|] a

pro které plati, Ze h(A) = zy a h(A) = h(A), kde |z| = |yl =n, 2 = 21... Tp, Y = Ty ... 71,
x1,...,2, € {0,1} pro kazdé A € N.

Uvedme si pro lepsi pochopeni zptisobu kédovani maly piiklad. Uvazujme n = 3 a napfi-
klad h(A) = xy = 001100, tedy x = 001, x; = 0, 23 = 0 a 23 = 1, podle definice injekce h
musi byt y = x3z22; a tedy y = 100. Uvedeny kdéd tedy spliuje pozadované podminky, podle
kterych jsme tento kod nazvali zrcadlovy.

Inverzni kéd k h(A) je nésledujici, podle definice 5.3 inverzniho Tetézce se musi Fetézec
reverzovat (otoCit) a kazdy symbol z Tetézce je nahrazen svym inverznim protéjskem. Kéd
h(A) = h(A) = 001100. Otoceni se zde vzhledem k vlastnostem kédu zadnym zpiisobem ne-
projevilo.

Pozndmka: Aby nésledujici text byl srozumitelnéjsi, vyzna¢ime vybrané (delsi) celky, které
jsou vzajemné inverzni a jejiz vysledkem je prazdny fetézec e, podtrzenim. Napiiklad vy-

raz h(xgpi1)h(Tpr1)h(Tps1)h(zke1) je roven h(xgi1)h(zgs1), tedy ¢ast zvyraznéna podtrzenim

h(l’k+1)h($k+1) =¢£.

Startovaci fetézec sp polozime rovno h(S)2. Nyni zbyva definovat mnozinu pravidel Pr:
I pro kazdé z € NpUT pridej z — z do Pr
IT pro kazdé AB — CD € P pridej 2 — h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 do Py
IIT pro kazdé A — BC € P piidej 2 — h(A)22h(B)2h(C)2 do Pr
IV pro kazdé A — z € P piidej 2 — h(A)z do Pr
V pro kazdé a € T ptidej a do T
kde A,B,C,D € N axzeTU{e}.
Konstrukce I' je kompletni.

Hlavni myslenka dikazu Princip simulace gramatiky typu 0 pomoci nové definované EOL
gramatiky nad volnou grupou s redukovanym poctem nonterminalt je velice podobny simu-
laci pomoci CF°R gramatik, tento princip byl popsan v predchozi kapitole. Hlavnim rozdilem
oproti CF°R gramatikdm je zpiisob provadéni derivaci. Rysem EOL°R gramatik je paralelni
zpusob provadéni derivaci. Ale z duvodu lepsiho pochopeni dikazu zavadime v konstrukci pra-
vidla tvaru z — z, kde z € Vr. Tento druh pravidel nam zajisti moznost uvazovat derivace v
EOL°R gramatikach jako sekvenc¢ni. Ptiblizime se tedy velice blizko CF°R gramatikam.

Dokéazeme, 7e obé gramatiky jsou ekvivalentni, tedy Ze plati rovnost L(G) = L(I'). Nutné
potom také L(G) C L(I') a L(T") C L(G).

Dusledek 5.2.1 EOL°=EO0L°R

Poznamenejme, ze pocet pravidel je shodny s poctem pravidel gramatiky typu 0, ze které
tato konstrukce vychézi.
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Kapitola 6

Rozsifené oboustranné zasobnikové
automaty nad volnymi grupami

Posledni modifikovany model je zasobnikovy automat. Pomoci vlastnosti volné grupy se bude
redukovat obsah zasobniku. AvSak vysledky ziskané pridanim volné grupy nikterak nezvysi ge-
nerativni silu samotnych rozsitenych oboustrannych zasobnikovych automatt nad volnym mo-
noidem, pro¢ tomu tak je, bude ukazano pozdé&ji. Samotné oboustranné zasobnikové automaty
jsou definované v [2].

Tyto automaty se nazyvaji rozsirené, protoze maji schopnost ¢ist v jednom kroku ze vstupni
pasky Tetézce vstupni abecedy, - nerozsifené oboustranné zasobnikové automaty mohou ¢ist v
jednom kroku ze vstupni pasky pouze jeden vstupni symbol.

Nutno jesté poznamenat, ze modifikaci zasobnikovych automati, které ptijimaji t¥idu rekur-
zivné vycislitelnych jazykl je nemalé mnozstvi, model ktery se nejvice blizi modifikaci uvedené
v této praci je tzv. Flip Pushdown Automaton, ktery je v podstaté také oboustranny, ale v
jednom kroku lze pracovat vzdy jen s jednim vrcholem (formdlni definici lze nalézt v [26]). U
oboustrannych zasobnikovych automatt ale nejlépe vyuzijeme vlastnosti volné grupy k redukci
poctu pravidel a obsahu zasobniku.

Na zacatek si zavedeme nésledujici znaceni. Ttidu vSech jazykid prijimanych rozsifenymi
oboustrannymi zasobnikovymi automaty nad volnymi grupami oznac¢ime E2PDAC°.

Tato kapitola byla ve velkém méfitku inspirovand [19].

Definice 6.0.1 Rozsireny oboustranny zasobnikovy automat nad volnou grupou je n-tice M =
(Q, %, T R, 2,7, Zr, F), QN (X UT) =0, kde

e () je konecna mnozina stavii

e Y je konecna vstupni abeceda

I' je kone¢na zasobnikova abeceda

R je koneénd mnozina pravidel tvaru u; |ugpw — v1|vag,
kde uy,us € ' v1,0 €I, p,ge Q aw € X*

z € () je pocatecni stav

Zp, € T je pocatecni symbol levé strany zasobniku

Zr €I je pocatecni symbol pravé strany zasobniku
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e [ C () je mnozina koncovych stavii

6.1 Prechody v rozsifeném oboustranném zasobnikovém
automatu nad volnou grupou

Definice 6.1.2 Konfiguraci rozsiteného oboustranného zasobniku nad volnou grupou rozu-
mime Tetézec vqy, kde v € I'°, y € ¥*, and q € Q.

Definice 6.1.3 Pokud u;|usquw — vi|vep € R, y = uyhusquz a x = vihvepz jsou dvé konfigu-
race automatu M, kde uj,us € I', 2,y € I'°, ¢,p € Q a w,z € ¥*, potom automat M provadi
prechod z konfigurace y do konfigurace = podle pravidla u;|usqw — v1|vep a piSeme

y F xlur[ugqu — vi|vaq]
nebo jednoduse
yF°x

Relace F°", F° a F°* oznacujici posloupnost délky n, pro n > 0, tranzitivni a reflexivni-
tranzitivni uzaver relace F° v tomto pofadi jsou definovany obvyklym zpiisobem.

6.2 Jazyk generovany rozsifenym oboustrannym
zasobnikovym automatem nad volnou grupou

Definice 6.2.3 Jazyk pfijimany rozsifenym zasobnikovym automatem nad volnou grupou je
definovan jako

L(M) ={wlw e X*, Z Zrzw " ef, f € F}.

Poznamenejme, ze Tetézce vyskytujici se na oboustranném zasobniku jsou tvofeny volnou
grupou generovanou zasobnikovou abecedou I' operaci konkatenace. Retézec w je automatem
M prijat pouze tehdy, pokud je cely pfecten, zasobnik je prazdny a automat M se nachazi v
nékterém z koncovych stavi.

6.3 Generativni schopnosti rozsifenych oboustrannych
zasobnikovych automatt nad volnou grupou

Nyni se budeme zabyvat generativni schopnosti nové zavedené struktury. Cilem je dokazat, ze
pro kazdou zleva rozsifenou gramatiku G existuje rozsireny oboustranny zasobnikovy automat
nad volnou grupou M pfijimajici stejny jazyk, L(G) = L(M).

Véta 6.3.1 E2PDA°=RE
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Dikaz 6.3.1 Je dokédzano, ze tfida jazyk generovanych zleva rozsifenymi frontovymi gra-
matikami (viz kapitola 2.2) je totozné s t¥idou rekurzivné vydcislitelnych jazyki. Postacuje tedy
dokézat, Ze pro kazdou zleva rozsifenou frontovou gramatiku G = (V, T, W, F, Sqo, P) existuje
rozsifeny oboustranny zasobnikovy automat nad volnou grupou M = (Q,T,T, R, z,

Zr, Zr, F) takovy, ze L(G) = L(M). Bez ztraty na obecnosti predpokladejme, Ze gramatika G
splnuje podminky popsané v lemma 2.1.

Konstrukci rozsifeného oboustranného zasobnikového automatu nad volnou grupou M, ktera
byla prezentovana v [10], provedeme aplikaci néasledujicich kroki:

o Q={f2}U{{q,1),(q:2)|g € W}
o '={7;,7p,71,Zr}U(V —T)UN,kde N = {z|r € (V -T)}

o Fv={f}
Mnozina pravidel R je vytvorena nasledovné:

I pro startovaci axiom S¢qy gramatiky G, kde S € (V —T), qo € (W — F)
pf‘ldej ZL|ZRZ — ZL|SZR<QO, 1> do R

IT pro kazdé (A,p,z,q) € P,kde Ae (V—-T),p,qge (W —-F),z e (V-T)*
pfldeJ ZL|ZR<p7 1> - ZLZ|‘rZR<Q7 1> do R

IIT pro kazdé p e W
pfldeJ ZL’ZR<p7 1> - ZL‘ZR<p7 2) do R

IV pro kazdé (A,p,y,q) € P,kde Ae (V—-T),pge (W —F),yeT*
ptidej ZL|Zr(p, 2)y — Z1A|Zr(q,2) do R

V pro kazdé (A,p,y,t) e P,kde Ac (V-T),pe (W —-F),yeT* teFy
piidej Z1|Zr(p,2)y — Alef do R

Pokud si uvédomime jakym zptisobem se vyuziva vlastnosti volné grupy - redukuji se dvojice
nonterminalé AA, dokud zasobnik neni prazdny - lze tento mechanismus nahradit pravidly tvaru
A'|Ap — ¢€leq, tyto pravidla budou aplikovana po nacteni celého vstupniho Fetézce. Budou
pravdépodobné vyzadovat dalsi zasobnikovy stav. Takto upravena verze bez volné grupy bude
mit stejnou vyjadiovaci schopnost jako vyse definovand verze vyuzivajici volnou grupu.

V tomto pripadé vyhodu pouziti volnych grup lze spatiit v redukci poc¢tu pravidel, stavii
a automatického mazani symboli uvnitf zasobniku, ¢imz se Setii pamétové naroky v pripadé
dynamické alokace.
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Kapitola 7

Rozsirené oboustranné zasobnikoveée
automaty nad volnymi grupami s
redukovanou zasobnikovou abecedou

Zptsob kédovani nonterminalnich symbolti, ktery jsme zavedli pfi redukci nonterminalni abe-
cedy bezkontextovych gramatik a EOL gramatik, lze vyuzit i v ptipadé kédovani zasobni-kové
abecedy oboustrannych zasobnikovych automatti. Dosahneme tak velice dobrého vysle-dku a
to redukci zdsobnikové abecedy piesné na ¢tyfi symboly, konkrétné se jedna o symboly 0,0,1 a
1.

Nez pristoupime k samotnému diikazu generativni sily téchto automati, zavedeme si nasle-
dujici znaceni. Rozsitené zasobnikové automaty nad volnou grupou s redukovanou zasobnikovou

abecedou bude znacit jako E2PDA°R.
Véta 7.0.1 E2PDA°R=RE

Dtikaz 7.0.1 Je dokéazano, ze t¥ida jazykt generovanych zleva rozsifenymi frontovymi gra-
matikami (viz kapitola 2.2) je totozné s tfidou rekurzivné vycislitelnych jazyka. Postacuje tedy
dokézat, ze pro kazdou zleva rozsifenou frontovou gramatiku G = (V, T, W, I, Sqo, P) existuje
rozsifeny oboustranny zasobnikovy automat nad volnou grupou M = (Q, T, Z, R, z,

1,1, Fyy) takovy, ze L(G) = L(M). Bez ztraty na obecnosti pfedpokladejme, Ze gramatika G
spliiuje podminky popsané v lemma 2.1.

Konstrukce rozsireného zasobnikového automatu nad volnou grupou s redukovanou zasobni-
kovou abecedou je nasledujici.

Zavedeme injekce h: (V —T) — {0,1}"2 a h: (V —T) — {0,1}""2, kde n = [logy(card(V —
T))], takové ze pro kazdé A € (V —T), h(A) = {0}{0,1}"{0} a h(A) = h(A). Rozsiiime
doménu h na (V — T)*. Nyni je h injektivni homomorfismus z (V' — T')* na ({0}{0,1}"{0})".
Poznamenejme, Ze inverzni symboly k0 al eV —T jsou0aleV —T.

e Q=1{f,2yU{{q;1),{(¢q,2)|g € W}
e 7=1{0,0,1,1}

o Iy ={f}
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Mnozina pravidel R je vytvofena nasledovné:

I pro startovaci axiom Sqy gramatiky G, kde S € (V —T), go € (W — F)
ptidej 1|1z — 1|h(S)1{qo, 1) do R

IT pro kazdé (A,q,z,p) € P,kde Ac (V—-T),pge (W —-F),ze (V-T)*
piidej 1|1{q, 1) — 1h(A)|h(z)1{p,1) do R

III pro kazdé q € W
pridej 1|1{(q, 1) — 1|1{¢q,2) do R

IV pro kazdé (A, q,y,p) € P, kde A (V -T),p,ge (W —F),yeT"
piidej 1|1(g, 2)y — 1h(A)|1(p,2) do R

V pro kazdé (A,q,y,t) € P,kde Ac (V-T),qe W —-F),yeT* teF

pridej 1|1{(q,2)y — h(A)lef do R

Konstrukce automatu M je kompletni.

Hlavni myslenka dikazu Automat M simuluje derivace v zleva rozsifené frontové gramatice
G a uklada na zasobnik binarné kédované symboly z V — T'. Uvazujme jako aktualni vétnou
formu w# Avp gramatiky G, kde w, v € (V —=T)*, A€ (V—-T),ap e (W — F). Potom od-
povidajici konfigurace automatu M je 1h(w)h(w)h(A)h(v)1(p, 1)w, kde w € T*. Necht existuje
néjaké pravidlo (A,p,z,q) € P, kde x € (V —T)*, potom w#Avp = wA#vxq v G. V takovém
pripadé, automat M musi byt v nonterminal-generating médu a podle konstrukce obsahuje pra-
vidlo 1|1(p, 1) — 1h(A)|h(x)1{q,1) € R. PouZitim tohoto pravidla pfechézi automat M do nové
konfigurace 1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)h(x)1{g, 1)w. Viimnéme si, Ze symbol A je kédovan jako
h(A) a vysledny binarni kéd tohoto symbolu je vloZen z levé strany oboustranného zésobniku.
Déle je tetézec x kédovan pomoci injekce h a vysledny binarni kéd je vlozen do oboustranného
zasobniku z pravé strany.

Déle uvazujme jako aktualni vétnou formu w# Avup gramatiky G, kde u € T™ a
(A,p,y,q) € P,y € T*. Potom lze provést w#Avup = wA#vuyq. Podle konstrukce musi
existovat v automatu M pravidlo 1|1(p,2)y — 1h(A)|1{(g,2) € R a automat M mtze pro-
vést prechod 1h(w)h(w)h(A)h(v)1{p,2)yw’ F° 1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)1{q, 2)u’, kde W' € T*.
Poznamenejme, ze v tomto pripadé automat M musi byt v mdédu terminal-reading. V tomto
rezimu jsou binarné kédovany pouze symboly A. Na levou stranu oboustranného zasobniku se
tedy vklad4 bindrni fetézec h(A).

Jinymi slovy, kazdy symbol A € (V — T), ktery je generovan za # v gramatice G, je
do oboustranného zasobniku vlozen z pravé strany jako h(A). VSimnéme si, ze kazdy takovyto
symbol ve frontové gramatice G spliujici lemma 2.1 je pfesunut pred #. Z tohoto divodu uklada
automat M inverzni protéjsky téchto symboli na levou stranu oboustranného zasobniku. Pokud
se vSechny ptrechody provedou korektné, oboustranny zasobnik se pomoci vlastnosti volné grupy
sam vyprazdni.

30



Kapitola 8
Praktické vyuziti

Prestoze tato prace prinasi nové vysledky na poli teoretické informatiky, pokusime se nyni
nastinit mozné vyuziti jejich vysledkit i v praktické oblasti.

8.1 Prekladace

Hlavni oblasti vyuziti formalnich modelt nad volnymi grupami by se méla stat oblast prekla-
daci. Vétsina soucasnych prekladaci je zalozena na bezkontextovych gramatikach popisujicich
bezkontextovy jazyk. Bezkontextova gramatika nad volnou grupou zachovava tvar bezkontex-
tovych pravidel, ale dokaze popsat o dvé tiidy vyssi jazyk — rekurzivné vydcislitelny jazyk,
miize se tedy stat zajimavym feSenim pro syntakticky analyzator pracujici shora doli.

Kromé gramatiky lze pro kompilator pouzit také zasobnikovy automat, ktery je vhodny pro
syntakticky analyzator pracujici metodou zdola nahoru. Jednou ze studii, jak vyuzit néktery
zde nové zavedeny formélni model nad volnou grupou, je diplomova préace [1], ve které je
navrzen a implementovan prekladac zalozeny na zasobnikovém automatu nad volnou grupou.
Navrzeny zasobnikovy automat je ale nedeterministicky a c¢asové tedy znacné naroc¢ny. Tento
aspekt je jednou z nevyhod syntaktické analyzy pracujici zdola nahoru, je to zptisobeno tim, ze
prazdny fetézec mize byt kdekoliv a kdykoliv rozsifen na fetézec slozeny ze vzajemné inverznich
nonterminalnich symbold. Praktické vyuziti pro prekladace zalozené na syntaktické analjze
zdola nahoru by tedy znamenalo pridani néjaké dalsi rezie pro lepsi predikci kdy a kde rozsirit
prazdny fetézec.

8.2 Bezpecnostni kod

V této praci definovany ” zrcadlovy k6d” by mohl nalézt vyuziti i v jinych oblastech informacnich
technologii. Naptiklad by se mohlo jednat o chybu-detekujici kéd. Jednalo by se o kéd, ktery
se da nejlépe prirovnat k tzv. zdvojenému kdédu.

Zdvojeny kéd vyuziva k detekci chyby zdvojeni, coz znamenad, ze kazdy bit je reprezentovan
dvéma stejnymi bity, napiiklad pro kéd ... 101 ... by byl zdvojeny kod ... 110011 .... V ptipadé
chyby ...100011... je kéd detekovan jako poskozeny. Podobné by se pro kéd ... 101... vytvoril
zrcadlovy kéd ...101101... a v pripad€ chyby ...001101 je kéd opét detekovan jako chybny.

Pokud budeme uvazovat moznost, ze v kédu mize dojit ke ztraté informace, jeden nebo
vice bitl je pii prenosu ztraceno, zdvojeny kod je schopen detekovat takovouto chybu pouze
pri ztraté lichého poctu bitia. Naptiklad z ...110011... na ...11011... je chyba rozpoznana.
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V pripadé prenosu ...110011...na ...1100... doslo ke ztraté 11, ale zdvojeny kéd tuto chybu
nedetekuje. Zrcadlovy kéd dokaze zjistit chybu zptisobenou ztratou informace lépe. Kontroluje
se zda je kazdé slovo vnitiné reverzni, tzn. ze je tvaru aias...a,a, ...asa; a ma definovanou
délku n. Zrcadlovy kéd tedy v tomto pripadé ma lepsi vlastnosti nez kdd zdvojeny.

8.3 Expertni simulace

Samotny proces zkracovani fetézcli pomoci volné grupy by mohl najit uplatnéni ve vybranych
situacich, kde pri slouceni, spojeni nebo nalezeni urc¢itych prvki dojde k jejich neutralizaci nebo
eliminaci. Pritom nezalezi na jejich poradi. To znamenad, zZe pokud bude naptiklad pripojen
fetézec x k Tetézci T v néjaké situaci popsané jako ptechod z ...zA...na...2T...=...e...,
tak stejny vysledek bude mit situace pfi pfechoduz ... TA...na ... Tx...=...c....

Konkrétnim piikladem mutze byt zavedeni volné grupy do specidlnich L-systémt prezen-
tovanych v [23]. V této publikaci jsou pfedstaveny nové L-systémy rozsifené o fizeni pomoci
zakazujicich nebo povolujicich podminek. Aplikace téchto systému pak mtize byt v biologii, kde
jsou tyto systémy schopny popisovat napiiklad situaci napadeni organické bunky virem, jeji
rust, uzdraveni nebo i smrt. Logickym rozsifenim téchto systémt mohou byt EOL gramatiky
nad volnymi grupami, které by mohli 1épe popsat proces léceni, kdy organicka bunka ziska ur-
¢itou lécebnou latku, kterd s reakci prvku predstavujiciho onemocnéni zmizi i s timto prvkem.
Bunka pak tedy prijde o stejny pocet lécebnych latek tak i stejny pocet prvki predstavujicich
onemocnéni, jeji vysledny stav bude zaviset na tom, jaké prvky v buiice zbyly. Tento priklad
je pouze hruby nacrt, pti praktickém vyuziti by cely proces zavisel na konkrétnim organismu a
mozném onemocnéni.
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Kapitola 9
Zaver

V tomto dokumentu byly modifikovany nékteré vybrané vice ¢i méné znamé formalni modely.
Tyto modifikace prevazné spocivaly v zavedeni relace pfimé derivace nad volnymi grupami misto
nad volnymi monoidy, jak je to v teoretické informatice bézné. Motivaci pro tuto zménu je snaha
o zvySeni vyjadfovaci sily takto upravenych forméalnich modeld. V piipadé modeli zalozenych
na gramatikach se podarilo dokazat, ze touto modifikaci opravdu vyjadfovaci silu zvysime a
pritom zachovame tvar prepisovacich pravidel, ktery je definovany v originalnich gramatikach.
Ziskali jsme tedy nové formélni modely CF°, EOL°, CF°R a EOL°R, které vyuzivaji pouze
bezkontextovych prepisovacich pravidel (tzn. prepisovacich pravidel, kterd maji na levé strané
pouze jediny symbol) a popisuji tak t¥idu rekurzivné vyéislitelnych jazyki.

Neméné vyznamnou casti je také snaha o redukci poc¢tu nonterminalnich symboli v téchto
nové zavedenych formalnich modelech, pficemz samoziejmé zachovavame tvar piepi-sovacich
pravidel i vyjadfovaci silu tohoto modelu. Tato problematika byla napriklad velice dobie po-
psana v [?] a bylo zde dosaZeno i velice dobrych vysledkii (mnoZina nonterminalnich symbolt
byla redukovana pouze na dva pary zavorek, ale k jejich odstranéni je zapotiebi kontextovych
pravidel). V této praci je predstavena EOL°R gramatika, kterd k popisu rekurzivné vy¢cisli-
telného jazyka potfebuje pouze Sest nonterminélnich symboli, nebo v pripadé automatt byl
predstaven E2PDA°R automat, ktery dokaze pfijimat rekurzivné vycislitelny jazyk pouze za
pomoci ¢tyf nontermindlnich symboli, které tvori celou zasobni-kovou abecedu.

Tato prace je pouze prvnim krokem v oblasti formalnich modeli nad volnymi grupami, jeji
pokracovani by se mélo prevazné zabyvat studii o ¢asové a pamétové naroc¢nosti a porovnat ji
s jiz znamymi formalnimi modely. Diilezitou ¢asti budouciho vyzkumu se mtze stat i studie
zameérend na deterministické verze zde nové popsanych gramatik a automati, zvlasté otevieny
problém je, zda bude zachovana sila odpovidajici nedeterministickym verzim. Pokud vysledky
v téchto oblastech budou priznivé, méli by byt velmi dobrou motivaci pro nalezeni praktického
vyuziti téchto novych formélnich modeli, které jsou v tomto okamziku vybornym vysledkem
prevazné v oblasti teoretické.

Nyni si provedeme zbéznou rekapitulaci dosazenych vysledki této prace. V pripadé grama-
tik byly zkoumany dva pohledy vzhledem k derivacim:

e Sekvencni pristup: byla definovana bezkontextova gramatika nad volnou grupou, ktera
v kazdém deriva¢nim kroku prepisuje pouze jediny nonterminalni symbol, derivace jsou
tedy provadény sekvencné. Bylo dokazano, Ze tento nové zavedeny forméalni model ma
stejnou silu jako Turingiv stroj a popisuje tedy tiidu rekurzivné vycislitelnych jazyki,
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CF° = RE. Pozadavky na gramatiku typu 0, podle které lze CF° gramatiku sestrojit i
samotna konstrukce je ukadzana na prikladeé.

Déle byla zkouméana moznost redukce po¢tu nonterminalnich symbolt a ziskali jsme jako
vysledek, ze kazdy rekurzivné vycislitelny jazyk lze popsat pomoci bezkontextové grama-
tiky nad volnou grupou pouze s osmi nonterminalnimi symboly, CF°R = RE, pfi¢emz
pri vSech moznych derivac¢nich krocich se vyuzije pouze sedm nonterminalnich symbol,
jeden z nich musi byt zadefinovan pouze z divodu, aby totalni abeceda této gramatiky
mohla byt pouzita jako generator volné grupy. Konstrukce této redukované verze je opét
ilustrovana na prikladé.

e Paralelni pristup: jako dalsi formalni model vybrany k modifikaci byla zvolena EQL gra-
matika, jeji pravidla jsou podobné bezkontextové gramatice, ale derivace lze prova-dét
paralelné, to znamend, ze v kazdém derivac¢nim kroku se musi pfepsat vSechny nonter-
minalni symboly v dané vétné formé. Pfipomenme si, Zze pokud jeden nebo vice symboli
nelze prepsat a vétna forma je slozena pouze z terminali, derivace je korektné ukoncena.
Pokud nelze provést derivaci u jednoho nebo vice symbolt a vétna forma obsahuje jeden
nebo vice nonterminalnich symbolt derivace je zablokovana.

Byla definovana EOL gramatika nad volnou grupou a bylo dokézéano, ze tato gramatika ma
stejnou vyjadiovaci schopnost jako Turinguv stroj, stejné jako CF° tedy tato gramatika
popisuje t¥idu rekurzivné vy¢islitelnych jazyki, EOL° = RE.

Stejné jako u bezkontextovych gramatik nad volnou grupou tak i v tomto piipadé se
prace zabyva redukci po¢tu nonterminalnich symbolt. Bylo dokazano, ze kazdy rekurzivné
vycislitelny jazyk lze popsat pomoci EOL gramatiky nad volnou grupou, kterd ma pouze
Sest nonterminalnich symboli, EOL°R = RE. Obé konstrukce jsou pro lepsi pochopeni
opét doprovazeny priklady.

Pokud uvazime rtzné generativni sily tiid bezkontextovych a EOL gramatik, CF C EOL,
je také zajimavym vysledkem stejna sila gramatik bezkontextovych nad volnou grupou a EOL
gramatik nad volnou grupou, CF° = EOL°.

Tato tématika byla publikovana v ¢asopisecké publikaci [7], na nékolika mezindrodnich kon-
ferencich [4], [3] a [8] a déle také na narodnich konferencich [5], [9].

Zbyla cast této prace se zabyva vyuzitim volnych grup u zasobnikového automatu. Byly de-
finovany rozsifené oboustranné zasobnikové automaty nad volnou grupou. Tato modifikace
neprinasi zvyseni sily, protoze uz samotné rozsifené oboustranné zasobnikové automaty nad
volnym monoidem mayji silu Turingovych stroji, coz bylo dokézano v [2].

Bézny rozsifeny zasobnikovy automat byl modifikovan tak, aby bylo mozné vkladat a ode-
birat symboly z obou jeho stran, tato konstrukce dovoluje i vice transformaci. Naptiklad pokud
povolime vkladani symboli jen z jedné strany a odebirani ze strany druhé, ziskame tak frontu.
Dale pak v tomto pfipadé zaména volného monoidu za volnou grupu pfinasi redukci poctu
pravidel. Nejsou totiz potfeba zadna odebiraci pravidla. PTi spravném vypoctu se oboustranny
zasobnik pomoci vlastnosti volné grupy sam zkracuje v priibéhu své ¢innosti, je tedy dosazeno
mensi pamétové narocnosti v porovnani s oboustrannym rozsifenym zasobnikovym automa-
tem nad volnym monoidem popsaném v [2]. Bylo tedy dokazéno, Ze sila rozsifeného obou-
stranného zasobnikového automatu nad volnou grupou ztstava rovna sile Turingova stroje,

E2PDA° = RE.
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I v pripadé zasobnikovych automatt se tato prace zabyvala redukci po¢tu nonterminalnich
symboli, konkrétné se jednalo o redukci poc¢tu nonterminalnich symbolt zasobni-kové abecedy.
Bylo dokéazano, ze k popisu kazdého rekurzivné vycislitelného jazyka postacuje oboustranny
rozsiteny zasobnikovy automat nad volnou grupou pouze se ¢tyimi symboly zasobnikové abe-
cedy, E2PDA°R = RE.

Tato problematika byla publikovana v ¢asopisecké publikaci [6], na mezinarodni konferenci
[4] a déle také na narodni konferenci [10].

Zhodnoceni vyse uvedenych vysledktt miizeme rozdélit do dvou skupin:

o Teoreticky prinos: je ziejmy, v pripadé gramatik nad volnymi grupami jsme ziskali for-
malni modely, které pouzivaji pouze pravidla bezkontextového tvaru, A — =z, ale jejich
vyjadfovaci sila odpovida sile Turingova stroje, navic je této sily u gramatik dosazeno i s
redukovanym poctem nonterminalnich symbol nebo u oboustranného automatu s redu-
kovanou zasobnikovou abecedou. Tento teoreticky pfinos byl také potvrzen prijetim dvou
¢lankt, které pojednavaji o CF°R, EOL°R a E2PDA°R, do mezinarodnich ¢asopist,
konkrétné se jedna o [7] a [6].

o Prakticky prinos: byla zkouméana moznost pouzit néktery z navrzenych modelti pro syntak-
ticky analyzéator. V diplomové praci Ing. Michala Berky, [1], byl Gispésné implementovan
syntakticky analyzator zalozeny na zasobnikovém automatu nad volnou grupou. V této
praci byl zaveden pojem expanze, ktery na libovolném misté rozsifuje € na x% nebo 7,
kde x mtze byt terminalni symbol, nonterminalni symbol nebo i fetézec.
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