Priklady pro cviceni 3. z IFJ:
Pumping lemma, uzavérové vlastnosti

Slabé pumping lemma:

Necht L je regularni jazyk. Potom existuje néjaké konstanta k > 1, Ze pro kazdy fetézce z € L, kde
|lz| = k plati, ze jej miiZzeme rozd¢lit na podietézce u, v, w, tedy z = uvw, které splituji ndsledujici
podminky: 1) v # € 2) [v| < k 3) uv"w € L pro v§echna m > 0.

Silné pumping lemma: (uci se na prednaskach IFJ od roku 2005, silnéjsi 2) podminka)

Necht’ L je regularni jazyk. Potom existuje néjaka konstanta k > 1, ze pro kazdy fetézce z € L, kde
lz| > k plati, ze jej miZeme rozd¢lit na podietézce u, v, w, tedy z = uvw, které splituji nasledujici
podminky: 1) v # € 2) [uv| < k 3) w"w € L pro viechna m > 0.

Priklad 1.
Pomoci pumping lemma dokazte, Ze jazyk L, = {a"bba": n > 0} neni regularni.

Reseni (pomoci slabého PL):

1. Pfedpokladejme, Ze L, je regularni. Potom pro jazyk L; plati pumping lemma.

2. Necht k je konstanta z pumping lemmy. Nyni vyberme ,,vhodny* fetézec z, ktery splituje
podminky: a)z € L; b) |z| > k.

Polozme tedy napiiklad z = a*bba*. Ziejme a*bbd* € L, a |a*bba"| =k + 1+ 1+ k=2k+2 > k.

Ob¢ podminky a) i b) tedy jsou splnény.

3. Podle pumping lemma miizeme tedy fetézec z = a*bba” | n&jak* rozlozit na tii podietézce u, v, w,
tak, aby platilo z = uvw. Nyni musime projit vSechny moZnosti rozlozeni fetézce z a u kazdé z nich
najit aspon jeden ptipad, ktery vede ke sporu.
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e Podle pumping lemma w’w € L,

e Podle definice jazyka L, ale uv’w ¢ L, protoze nesouhlasi podet ,,a (podet ,,a* pied
podietézcem bb je mensi nez pocet ,,a“ za podietézcem bb.
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Podle pumping lemma uv*w € L,
Podle definice jazyka L, ale uv*w & L;, protoze tento fetézec obsahuje tfi symboly ,,5%.
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II1. mozZnost:
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Naptiklad pro tetézec w’w=uw = adaa
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Podle pumping lemma uv’w € L,
Podle definice jazyka L, ale uv’w & L;, protoze tento fetézec neobsahuje podietézec bb.
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Podle pumping lemma uv*w € L,
Podle definice jazyka L, ale uv*w & L;, protoze tento fetézec obsahuje tfi symboly ,,5%.
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Podle pumping lemma uv’w € L,

Podle definice jazyka L, ale uv’w ¢ L;, protoZe nesouhlasi pocet ,.a* (pocet ,,a* pied
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podietézcem bb je vétsi nez pocet ,,a* za podietézcem bb.
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e Dokazali jsme sporem, ze neexistuje zadné rozlozeni fetézce z na podietétézce u, v, w, kde
z = uvw tak, aby pro vSechna m > 0 platilo uv"w € L;. Pfedpoklad, Ze L, je regularni, je
nespravny. (Jinak by toto rozloZeni podle pumping lemma muselo existovat)

Proto tedy L; neni regularni jazyk.

Poznamka: Pouzitim silného pumping lemma je mozné provést pouze prvni moznost
dekompozice, protoze ostatni thned porusuji 2. podminku: |uv| < k.

Piiklad 2.

Pomoci vysledku z prikladu 1) a pomoci uzavérovych vlastnosti dokazte, ze jazyk

L,={xy:x,y € {a, b}* Ay =reversal(x)} neni regularni. Neformalné¢, jazyk L, obsahuje vSechny
fetézce obsahujici pouze symboly a, b, pro které plati, ze piectena druhé polovina fetézce od konce
tvofi prvni polovinu fetézce.

ReSeni:
Dtikaz sporem:

e Piedpokladejme, Ze jazyk L, je regularni

e Regularni vyraz r = a bba" zfejmé& popisuje jisty regularni jazyk L(r)

e Regularni jazyky jsou uzavieny vici priniku, coz znamena: Pro libovolné dva regularni

jazyky L, a L, plati: L, N Ly je opét jazyk regularni.

e Konkrétné: L, je regularni (pfedpoklad), L(r) je regularni (je popsan regularnim vyrazem),
jazyk Ly ™ L(r) = {d"bba": n > 0} je tedy regularni.
Ale v ptikladu 1. jsme dokazali, ze {a"bba": n > 0} neni regularni = SPOR.
Predpoklad, ze jazyk L, je regularni, je nespravny.
Proto tedy L, neni regularni jazyk.

Poznamka: Nejslozitéjsi casti prikladu je ,,vhodné* zvoleni regularniho vyrazu r, tak aby po
priniku s jazykem v zadani vznikl ,,jednodussi jazyk, u kterého lze efektivné pomoci pumping
lemma dokazat, Ze neni regularni.

Piiklad 3.
Pomoci pumping lemma dokazte, Ze jazyk L3 = {a® : n> 0} neni regularni.

ReSeni (Objevitelkou tohoto hezkého FeSeni je Jana Brychova, studentka 3BIT):

1. Pfedpokladejme, Ze Ls je regularni. Potom pro jazyk L; plati pumping lemma.

2. Necht k je konstanta z pumping lemmy. Nyni vyberme ,,vhodny* fetézec z, ktery spliuje
podminky: a) z € L3 b) |z| > k.

Polozme tedy naptiklad z = a* Ziejmée a* elsa |a2k | = 2> k. Ob& podminky a) i b) tedy jsou
splnény.

3. Podle pumping lemma mtizeme tedy fetézec z = a” , »,n¢jak™ rozlozit na tfi podietézce u, v, w,
tak, aby platilo z = uvw. Nyni musime projit vSechny moZnosti rozloZeni fetézce z a u kazdé z nich
najit aspon jeden ptipad, ktery vede ke sporu.

I. moZnost (jedina):
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Z¥ejmé [uw| > 1, nebot’ [uw| = 0 by implikovalo, Ze [v| = 2%, coz ihned dava spor s podminkou
[v| £ k u slabého pumping lemma nebo s podminkou |uv| < k u silného pumping lemma.

o |z| = |uvw| = |uw| + |v| = 2. Vynasobenim této rovnice &islem 2 obdrzime:
2luw| + 2y = 2.2%, tedy: 2Juw| + 2|v| = 2. [1]

e Podle pumping lemma uv’*w € Ls, tedy [uv*w| = [uw| + 2|v| = 2" ...[2] kde n > k,
nebot’ uv*w| > [uvw.

e (Odectenim [1] — [2] dostavame:
2luw| + 2| = (luw] + 2p]) = 25" = 27, tedy: [uw| =2 —2" | Spor! (neexistuje p¥irozené
Protoze [uw| > 1, musi platit 25" > 2", &ili k+1>n ——| Cislo n mezi Eisly k a k+1)

e Dokazali jsme sporem, ze neexistuje Zadné rozloZeni fetézce z na podietétézce u, v, w, kde
z = uvw tak, aby pro v8echna m > 0 platilo uv"w € Ls. Pfedpoklad, Ze L; je regularni, je
nespravny (Jinak by toto rozlozeni podle pumping lemma muselo existovat).

Proto tedy L3 neni regularni jazyk.

e Diéle jsme dokazali, ze mame na fakulté chytré holky ;-)

Priklad 4.

Pomoci vysledku z prikladu 3) a pomoci uzavérovych vlastnosti dokazte, ze jazyk

Ly={x:x € {a,b, c}* A x| =2", n > 0} neni regularni. Neformalné, jazyk L4 obsahuje v§echny
fetézce obsahujici pouze symboly a, b, ¢, pro které plati, Ze jejich délka je ve tvaru 2", n > 0.

Reseni:
Duikaz sporem:
e Piedpokladejme, ze jazyk L4 je regularni
e Regularni vyraz r = a ziejme popisuje jisty regularni jazyk L(r)
e Regularni jazyky jsou uzavieny vuci priniku, coz znamend: Pro libovolné dva regularni
jazyky L, a L plati: L, N L je opét jazyk regularni.
e Konkrétné: Ly je regularni (pfedpoklad), L(r) je regularni (je popsan regularnim vyrazem),
jazyk Ly L(r) = {a® : n> 0} je tedy regularni.
Ale v piikladu 3. jsme dokazali, ze {a” : n > 0} neni regularni = SPOR.
Predpoklad, Ze jazyk L4 je regularni, je nespravny.
Proto tedy L4 neni regularni jazyk.

Priklad 5.
Pomoci pumping lemma dokazte, Ze jazyk Ls = {a": n je prvocislo} neni regularni.

Reseni:

1. Pfedpokladejme, ze Ls je regularni. Potom pro jazyk Ls plati pumping lemma.

2. Necht’ k je konstanta z pumping lemmy. Nyni vyberme ,,vhodny* fetézec z, ktery splituje
podminky: a) z € Ls b) |z| > k.

Polozme tedy naptiklad z = &”, kde p je prvni prvocislo spliiujici podminku p > k.

Ziejmé a’ € Ls a |d’| =p > k. Ob& podminky a) i b) tedy jsou splnény.

3. Podle pumping lemma miiZzeme tedy fetézec z = a”, kde p je prvocislo, ,,n&jak* rozlozit na tii
podietézce u, v, w, tak, aby platilo z = uvw. Nyni musime projit vSechny moZnosti rozlozeni fetézce
z au kazdé z nich najit aspon jeden ptipad, ktery vede ke sporu.



Mohli bychom postupovat zcela obecné a vzit pouze jedinou moznost (jako v ptikladu 3.):
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Takto diikaz sice je mozné provést, ale je ptili§ komplikovany, proto tento ptipad rozdélme na
nasledujici tfi moznosti:

1. moznost: D
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e Napiiklad pro fetézec uv'w = uw = III =g
uw

e Podle pumping lemma uv’w € Ls
o w'w=g¢, [w’w|=0. Podle definice jazyk Ls obsahuje pouze fetézce, které maji délku
prvogisla. 0 ale neni prvoéislo, tedy uv’w ¢ Ls.
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e Podle pumping lemma uv’w € Ls
o w’w=a, |w’w| = 1. Podle definice jazyk Ls obsahuje pouze fetdzce, které maji délku
prvocisla. 1 ale neni prvoéislo, tedy uv’w & Ls.
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I11. moZnost (vSechny ostatni pripady):
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Polozme m = |uw|.
e Podle pumping lemma uv"w € Ls. (Plati pro libovolné m > 0, tedy i pro m = |uw)).
o |[wwl=|uw|+ NV =m+mp|=m.(+)
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Je tedy vidét, Ze |uv"w| miZeme rozlozit na souéin dvou pfirozenych ¢&isel, z nichZ obé jsou
vétsi nebo rovny ¢islu 2. Ziejmé tedy [uv"w| neni prvoéislo, nebot’ prvocisla maji délitele
pouze | a sama sebe. Podle definice jazyk Ls obsahuje pouze fetézce, které maji délku
prvocisla. [uv"w| ale neni prvoéislo, tedy uv"w ¢ Ls.

e SPOR

e Dokazali jsme sporem, Ze neexistuje zadné rozlozeni fetézce z na podretétézce u, v, w, kde
z = uvw tak, aby pro vSechna m > 0 platilo uv"w € Ls. Piedpoklad, ze Ls je regularni, je
nespravny (Jinak by toto rozlozeni podle pumping lemma muselo existovat).
Proto tedy Ls neni regularni jazyk.

Priklad 6.

Prednasky ukazaly pomoci pumping lemma, Ze jazyk {a"b": n > 0} neni regularni. S vyuZitim
tohoto poznatku a uzavérovych vlastnosti dokazte, Ze ani jazyk Ls = {x: x € {a, b} , #.x = #,x} neni
regularni.

Poznamka: #,x obecn¢ znamend pocet vyskyti symbolil a v fetézci x, tedy podminka #,x = #,x
popisuje skute¢nost, ze pocCty vyskytti symboltl a i b jsou v fetézci x stejné.

ReSeni:
Ditikaz sporem:
e Piredpokladejme, Ze Jazyk Lg je regularni
e Reguldrni vyrazr=a b zifejmé popisuje jisty reguldrni jazyk L(r)
e Regularni jazyky jsou uzavieny vuci priniku, coz znamena: Pro libovolné dva regularni
jazyky L, a Ly plati: L, N L; je opét jazyk regularni.
e Konkrétné: Le je regularni (pfedpoklad), L(7) je regularni (je popsan regularnim vyrazem).
Jazyk L¢ L(r) = {a"b": n > 0} je tedy regularni.
Ale v ptednasky ukazali, Ze {a"b": n > 0} neni regularni = SPOR.
e Piedpoklad, ze jazyk Le je regularni, je nespravny.
e Proto tedy L neni regularni jazyk.

Piiklad 7.

Necht' L7je jazyk nad abecedou X = { ,,(*, ,,)* } obsahujici vSechny fetézce, které vzniknou z
aritmetickych vyraza vypusténim vSech symbolii kromé zavorek. Napiiklad ( )(()()) € L7, nebot’
tento fetézec vznikl napiiklad z aritmetického vyrazu (a + b).((a + b) — (c + d)).

a) Dokazte, ze tento jazyk neni regularni

b) Ukazte, ze tento jazyk splituje podminky slabého pumping lemma pro regularni jazyky

c) Jaka znacna nepiijemnost vyplyva z podminek a) a b)?

ReSeni:
a) Dtkaz sporem:
e Piedpokladejme, ze jazyk L7 je regularni
e Regularni vyraz r=,(“",,)* ziejmé& popisuje jisty regularni jazyk L(r)
e Regularni jazyky jsou uzavieny vuci priniku, coz znamend: Pro libovolné dva regularni
jazyky L, a L plati: L, N L je opét jazyk regularni.
e Konkrétné: Ly je regularni (ptedpoklad), L(r) je regularni (je popsan regularnim vyrazem).
Jazyk Ly L(r) = {,,(“",.)“": n> 0} je tedy regularni.



e Prednasky ale ukazaly, ze {a"b": n > 0} neni regularni, tedy ani {,,(“",,)": n > 0} neni
regularni = SPOR.

e Predpoklad, Ze jazyk L7 je regularni, je nespravny.

e Proto tedy L7 neni regularni jazyk.

b) Dokazme, Ze pro jazyk L plati slabsi pumping lemma: Zvolme konstantu k& = 2. Ztejm& musi
kazdy ,,zavorkovy* fetézec pattici do jazyka Ly délky vétsi nebo rovny ¢islu 2 obsahovat podietézec
»( ) jakozto n&jaky par zavorek, které jiz v sobé¢ jiné zdvorky neobsahuji. Proved’'me nésledujici
dekompozici daného fetézce na podietézce u, v, w tak, aby fetézec v =,,( )
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Ziejmé i fetézce:

C?2507~) (~"~()()~"~) (~"~()()()~"~) 5 (~7~()()ee()~2), .
w M vVyvyv w

u

jsou obsazeny v jazyce L, tedy plati:
1) v#e
2) <k nebot’ [v|=2,k=2
3) w"w e Lypro vSechna m > 0.
e Pro dany jazyk L; tedy plati pumping lemma pro regularni jazyky.

¢) Ziejmée pro kazdy reguldrni jazyk plati pumping lemma pro regulérni jazyky (viz. ptednésky).
Jazyk L7 neni reguldrni (viz. ¢ast a) a pfesto pro n¢j pumping lemma pro reguldrni jazyky plati (viz.
cast b).

o Existuji tedy jazyky, které nejsou regulirni, a presto pro né plati pumping lemma pro
regularni jazyky. Celou situaci miizeme znazornit obrazkem:

MnoZina viech regularnich jazyku

RSO ree

Mnoi’ina v§ech jazykii, pro které plati
pumping lemma pro reguldrni jazyky

Neprijemny disledek: Pumping lemma pro regularni jazyky tedy pouze tika:
e POKUD L je regularni jazyk, POTOM pro n¢j plati podminky PL
A NE:

Naptiklad jazyk L7 splituje podminky pumping lemma pro reguldrni jazyky a piesto tento jazyk neni
regularni !!!

Zavér:
Pomoci pumping lemma nemiizeme nikdy dokazat, Ze dany jazyk je regularni!!!




	Například jazyk L7 splňuje podmínky pumping lemma pro regulá

