Priklady pro cviceni 4. z IFJ:
Bezkontextové gramatiky, zasobnikové automaty

Priklad 1.
Vytvoite bezkontextovou gramatiku, ktera generuje jazyk L; = {a"b": n > 1}. Pomoci této gramatiky
proved'te derivaci fetézce aaabbb.

Regeni:

Gramatika G=(N, T, P, S), kde:
e N ={S},
e T =1{a b},

e P ={1:S—>ash,2:S—ab}
generuje tento jazyk. Retézec aaabbb potom mizeme vygenerovat pomoci nasledujici posloupnosti
derivaci:

S = aSb [1] = aaShb [1] = aaabbb [2]

Nebo zkracené, pokud nas explicitné nezajima pouzité pravidlo, mizeme jejich oznaceni vynechat:

S = aSh = aaSbb = aaabbb

Piiklad 2.

Necht L, je jazyk nad abecedou X = { ,,(*, ,,)* } obsahujici vSechny fetézce, které vzniknou z
aritmetickych vyrazi vypusténim vSech symboli kromé zavorek. Naptiklad ( )(( )()) € L,, nebot’
tento fetézec vznikl naptiklad z aritmetického vyrazu (a + b).((@a + b) — (¢ + d)). Je vami navrzena
gramatika jednoznacna? Pokud ne, zkuste ji zmodifikovat tak, aby jednoznacna byla.

Regeni:

Gramatika G=(N, T, P, S), kde:
e N ={S},
o T={C)},

e P={1:5-5552:5-5(5),3:S—>¢}
generuje tento jazyk.

Tato gramatika neni jednoznacna, protoze jiz naptiklad pro fetézec () existuje nekonecné mnoho
derivacnich stromt (pro nejednoznac¢nost gramatiky by stacily pouze dva):

S
AN AT A
| S € S S ¢
( € ) I SI 8! XX
( & ) i
( & )

Ekvivalentni jednozna¢né gramatika k vytvofené gramatice G je napiiklad:
G’=(N,T,P,S), kde:

e N ={S, X},

e T=1{()}

e P={1:S—>SX,2:X—>(5),3:S>¢&}



Uvazujme, ze zavorkova struktura obsahuje na nejvyssi tirovni praveé n pairfl zéavorek. Potom
existuje pravé jedna ¢ast derivacniho stromu v gramatice G’ a to:
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Tyto derivacni stromy mizeme do sebe zanotovat a tim budou vznikat libovolné zavorkové
struktury riiznych urovni. Na zavér budou prepsany vSechny zbyvajici nonterminalni symboly
pomoci pravidla 3: S — &.

Je tedy vidét, Ze pro libovolnou zédvorkovou strukturu miizeme vytvofit v G’ pouze jeden derivacni
strom. Gramatika G’ je tedy jednoznacna. Jazyk L, neni jazyk s inherentni nejednoznacnosti,
protoze existuje jednoznacnd gramatika G’, ktera jej generuje.

Piiklad 3.

Vytvoite bezkontextovou gramatiku, ktera generuje jazyk L3= {xy: X,y € {a, b}* AY =reversal(X)}.
Neformalné, jazyk L; obsahuje vSechny fetézce obsahujici pouze symboly a, b, pro které plati, ze
piectena druhd polovina fetézce od konce tvoii prvni polovinu fetézce.

Reseni:

Gramatika G=(N, T, P, S), kde:
e N ={S},
e T ={a b},

e P ={1:5S—>aSa,2:S—>DbSh,3:S —>¢g}
generuje tento jazyk.

Poznamka: Retézec, ktery se ¢te stejné zeptedu i pozpatku, se nazyva palindrom. Jazyk Lz tedy
obsahuje vSechny palindromy sudé délky nad abecedou X~ = {a, b}.

Priklad 4.
Vytvoite bezkontextovou gramatiku, ktera generuje jazyk Ly = {X: X € {a, b} A #aX > #oX}.

Poznamka: #,X obecné znamend pocet vyskytii symbolil a v fetézci X, tedy podminka #,X > #pX
popisuje skute¢nost, Ze pocet vyskyti symbold a v fetézci X je vetsi nez pocet symbolu b.

Reseni:

Gramatika G=(N, T, P, S), kde:
e N ={S},
e T ={a, b},

e P={1:S—>a2:5S—>aS,3:S—>DbSS 4:5— ShS, 5: S — SSh}
generuje tento jazyk.



Pravidla 3, 4 a 5 vygeneruji libovolnou vétnou formu, ktera obsahuje pouze nonterminalni symboly
S a terminalni symboly b, pfic¢emz pocet nonterminalnich symbolt S je o jednicku vétsi nez pocet
terminalnich symbolt b. Potom pravidla 1 a 2 dokon¢i derivaci fetézce tak, ze kazdy nonterminal

S je pfepsan sekvenci termindlnich symboli a, pficemz tato sekvence obsahuje aspon jeden
terminalni symbol a. Celkem mizeme tedy vygenerovat vSechny fetézce, které obsahuji vice
symbolt a nez symbolt b.

Piiklad 5.
Sestrojte zasobnikovy automat, ktery pifijima jazyk L; = {a"b": n> 1} z ptikladu 1. s vyprazdnénim
zasobniku a s pfechodem do koncového stavu.

Reseni:

Zakladni myslenka ¢innosti tohoto automatu:

1) Zésobnikovy automat bude ¢ist symboly a ze vstupu a vSechny je ukladat na zadsobnik. Tuto
skute¢nost zatidime pravidly:
Ssa — Sas, asa — aas
(Poznamka: prvni pravidlo je pouZito pfi ¢teni prvniho symbolu a, protoze na zasobniku je
uloZen pouze startujici zasobnikovy symbol S. Pii dalSim Cteni budou jiz na zasobniku n¢jaké
symboly a a pouzito bude tedy druhé pravidlo.)

2) Jakmile automat pfecte na vstupu prvni symbol b, vytahne jeden symbol a ze zasobniku a piejde
do jiného stavu . Pfechodem do jiného stavu ( zabezpecime, Ze automat jiz nikdy nebude ¢ist
ze vstupu symboly a. Pti dal$im ¢teni symbolu b opét vytahneme jeden symbol a ze zasobniku
ale jiz setrvame ve stavu (. Tuto skutecnost zatidime pravidly:
ash »>qg,agh —>q

3) Jakmile je cely fetézec precteny, zkontrolujeme stav zasobniku a to nasledovné. Pokud fetézec
patii do daného jazyka L, musi opét zasobnik obsahovat pouze startujici zasobnikovy symbol.
(Zéasobnik totiz obsahoval ptesné tolik symboli a, kolik jich bylo v prvni ¢asti fetézce. Pti ¢teni
symbola b druhé ¢asti fetézce se vzdy jeden symbol a ze zasobniku odstranil, tedy pokud jsou
tyto pocty stejné, nesmi byt na ném zadny symbol @) Tuto kontrolu mizeme provést
nasledujicim pravidlem, které dostane automat do koncového stavu f a vyprazdni mu zasobnik:
Sqg—f

Formalni popis tohoto zasobnikového automatu:
M=(Q,%,I',R,s, S, F), kde

e Q={s0q,f},
e X={a,b},
e I'={S, a,b},
e R={Ssa— Sas, asa — aas, ash—>q, agb > q, Sq—> 1T},
o F={f}
Priklad 6.

Sestrojte zasobnikovy automat, ktery piijima jazyk L, z ptikladu 2. s vyprazdnénim zasobniku a
pfechodem do koncového stavu.



ReSeni:
Zikladni myslenka ¢innosti tohoto automatu:

1)

2)

3)

Zasobnikovy automat bude ¢ist symboly ( ze vstupu a vSechny je ukladat na zasobnik. Tuto
skute¢nost zatidime pravidly:

Ss(— S(s, (s(— ((s

Pokud z4sobnikovy automat ptecte symbol ), musi mit na zasobniku symbol (, ktery tvoii

s timto pfe¢tenym symbolem ) zdvorkovy par. Tato zavorka tedy bude odstranéna ze zasobniku
pravidlem:

(s) —>s

Jakmile je cely fetézec precteny, zkontrolujeme, zda zasobnik obsahuje pouze startujici
zasobnikovy symbol. Pouze v tomto ptipad¢ byly zavorky spravné poparovany. Pridame tedy
pravidlo:

Ss > f

Formalni popis tohoto zasobnikového automatu:
M=(Q,%T,R,s,S, F), kde

e Q={s, f},
o X={()},
e I'={S, ()}
e R={Ss(—>S(s, (s(—> (s, (8)—>s, Ss—>fT},
o F= {f}
Priklad 7.

Sestrojte rozsifeny zasobnikovy automat, ktery pifijima jazyk Ls z ptikladu 3. s vyprdzdnénim
zéasobniku a pfechodem do koncového stavu.

ReSeni:
Ziakladni myslenka ¢innosti tohoto automatu:
Automat bude pracovat nedeterministicky a to nasledujicim zptisobem:

1)

2)

3)

Rozsifeny zasobnikovy automat bude ¢ist symboly a, b ze vstupu a vSechny je ukladat na
zasobnik. Tuto skute¢nost zatidime pravidly:

sa — as, sh — bs

(Poznamka: Vsimnéte si, Ze u rozSifeného zadsobnikového automatu nemusime ¢ist zadny
symbol ze zasobniku)

Az bude mit automat prectenu piesné polovinu fetézce, vlozi na zasobnik symbol C. POZOR,
vSimnéte si, Ze rozSifeny zasobnikovy automat nemé zadny prostredek pro najiti stfedu fetézce,
nevi, jak je jesSté nepiectena cast dlouhad, proto je tento krok proveden
NMNEDETERMINISTIKY!!! pomoci pravidla:

s —>Cs

Pokud ma byt druhd polovina fetézce stejnd jako byla prvni reverzovana prvni polovina, staci
postupné porovnavat nasledujici ¢tené symboly se symboly na zasobniku a ty odstrafovat.
Pozor, na vrcholu zasobniku je ulozen symbol C, ktery nam tikd, ze jsme za polovinou ¢tené¢ho
fetézce. Prvni skuteCny symbol je na zdsobniku az pod timto symbolem. Porovnavani mizeme
tedy provést nasledujicimi pravidly:

aCsa — Cs, bCsbh — Cs



4) Jakmile je cely fetézec precteny, zkontrolujeme, zda zasobnik obsahuje pod symbolem C pouze
startujici zasobnikovy symbol pomoci pravidla:
SCs—>f

Formalni popis tohoto rozsifeného zasobnikového automatu:
M = (Qa Z’ r’ R> S’ 87 F)a kde

e Q={s, f},
o X={a,b},
e ['={S, a, b},
e R={sa—as, sh—>bs, s—Cs, aCsa— Cs, bCsbh — Cs, SCs > f},
o F={f}
Priklad 8.

Sestrojte zasobnikovy automat, ktery ptijima jazyk L4 z ptikladu 4. s vyprazdnénim zasobniku a
piechodem do koncového stavu.

ReSeni:

Zikladni myslenka ¢innosti tohoto automatu:

Automat bude v kazdém kroku obsahovat na zasobniku kromé¢ startujiciho symbolu pouze symboly
a nebo pouze symboly b, ale nikdy nebude obsahovat oba druhy symboll soucasné! A to
nasledujicim zptisobem: Necht’ bylo do ted’ pieéteno ze vstupu pravé m symbold a a n symbolu b.
Potom, pokud je m > n, bude z4sobnik obsahovat pravé m — n symboli a, pokud je m <n, bude
zasobnik obsahovat pravé n —m symbolt b a kone¢né pro piipad m = n nebude zasobnik obsahovat
zadné symboly a, b. Stru¢né a neformaln¢ feceno, zasobnik obsahuje ty symboly, kterych bylo
doposud precteno vice a tolik, o kolik jich bylo pfecteno vice nez druhych. Toho dosdhneme
nasledujicim zpisobem:

1) Pokud je pieéten symbol ze vstupu symbol a nebo b a zasobnik je prazdny, vlozime tento
symbol na zasobnik pomoci pravidel:
Ssa — Sas, Ssh — Sbs

2) Pokud je ptecten ze vstupu symbol a a na vrcholu zasobniki jiz je symbol a, ptfidime symbol a
na zasobnik pomoci pravidla:
asa — aas

3) Pokud je ptecten ze vstupu symbol b a na vrcholu zasobnik jiz je symbol b, pfiddme symbol b
na zasobnik pomoci pravidla:
bsb — bbs

4) Pokud je piecten ze vstupu symbol a a na vrcholu zasobnikut je symbol b, ubereme jeden
symbol b ze zasobniku pro vyrovnani poétt pomoci pravidla:
bsa — s

5) Pokud je pieten ze vstupu symbol b a na vrcholu zasobnik je symbol a, ubereme jeden
symbol a ze zasobniku pro vyrovnani pocti pomoci pravidla:
ash —s



6) Jakmile je cely fetézec precteny, zkontrolujeme, zda zasobnik obsahuje ,,n¢jaké symboly a.
Jeding tehdy bylo totiz pfecteno vice symbolt a nez b. To zkontrolujeme nasledujicim
pravidlem, pomoci kterého piejde automat do koncového stavu f:
as—f

7) Pokud je automat v koncovém stavu, nechame jej vyprazdnit zdsobnik uzitim nésledujicich
dvou pravidel:
af > f, Sf — f,

Formalni popis tohoto zasobnikového automatu:
M=(Q,%,I',R,s, S, F), kde

e Q={s, f},

o X={a,b},

e I'={S, a,b},

e R={Ssa— Sas, Ssb — Shs, asa — aas, bsb — bbs, bsa —s, asb —» s, as —f,
af > f, St — f},

o = {f}

(Poznamka: Pokud by stacilo, aby automat ptijimal jazyk pouze pfechodem do koncového stavu,
mohli bychom posledni dvé pravidla odstranit)

Piiklad 9.

Sestrojte gramatiku, ktera generuje jazyk Ls = {a"b"c": m, n > 1}. Ke gramatice vytvoite:

a) Zasobnikovy automat pfijimajici jazyk Ls s vyprazdnénim zasobniku simulujici syntaktickou
analyzu shora doli.

b) Rozsifeny zadsobnikovy automat pfijimajici jazyk Ls s pfechodem do koncového stavu simulujici
syntaktickou analyzu zdola nahoru.

Demonstrujte piijeti fetézce abbcc obéma automaty.

Regeni:

a) Gramatika G= (N, T, P, S), kde:
e N ={S, A},
e T ={ab,c},

e P={1:S—>aS,2:S—>aA,3:A—>DbAc,4:A—>bc}
generuje tento jazyk.

b) Vysledny zasobnikovy automat simulujici syntaktickou analyzu shora dolii bude vypadat
nasledovné:

1. Vytvotfime porovnavaci pravidla nésledujicim zpisobem: Pro kazdy termindlni symbol t
gramatiky G vytvofime pravidlo tvaru tst — s. Pro danou gramatiku G tedy vytvoiime pravidla:
asa— s, bsb — s, csc— s

2. Vytvofime expanzivni pravidla nésledujicim zpisobem: Pro kazdé pravidlo gramatiky tvaru
A — X vytvotfime odpovidajici pravidlo As — ys pro zasobnikovy automat, pti¢emz Y je
reverzovany fetézec X, formaln¢: y = reversal(x). Pro danou gramatiku G tedy vytvoiime
pravidla:

Ss — Sas, Ss — Aas, As — cAbs, As — cbs




Formalni popis tohoto zasobnikového automatu:

M=(Q,%,T,R,s,S, F), kde

Q= {s},

X=T={a,b,c},

I'=NuUT={S, A a, b},

R= {asa— s, bsbh — s, csc — s, Ss — Sas, Ss — Aas, As — cAbs, As — cbs}
F=O

Poznamka: VSimnéte si, Ze mnozina koncovych stavil je prazdné, protoze automat piijima jazyk
s vyprazdnénim zasobniku a tedy koncové stavy tu nemaji Zadny vyznam

Simulace pfijeti fetézce abbcc timto zasobnikovym automatem:
Ssabbcc |- Aasabbcc |- Asbbece |- cAbsbbece |- cAsbece |- ccbsbec |- cesce |- csc |- s

b) Vysledny rozsifeny zasobnikovy automat simulujici syntaktickou analyzu zdola nahoru bude
vypadat nasledovné:

1. Vytvofime shiftovaci pravidla nasledujicim zptsobem: Pro kazdy terminalni symbol t
gramatiky G vytvotime pravidlo tvaru st — ts. Pro danou gramatiku G tedy vytvotime pravidla:
sa — as, sh — bs, sc — ¢s

2. Vytvotime redukéni pravidla nasledujicim zptisobem: Pro kazdé pravidlo gramatiky tvaru
A — X vytvotime odpovidajici pravidlo Xxs — As pro rozsifeny zasobnikovy automat. Pro danou
gramatiku G tedy vytvotfime pravidla:
aSs — Ss, aAs — Ss, bAcs — As, bcs — As

3. Vytvotime specidlni pravidlo, které¢ uvede automat do koncového stavu:
#Ss — f

Formalni popis tohoto rozsireného zasobnikového automatu:

M=(Q,%,T,R,s,S, F), kde

Q={s, f},

2=T={a,b,c},

r=NuUTuU {#} ={#S, A a, b},

R = {sa — as, sb — bs, sc — cs, aSs — Ss, aAs — Ss, bAcs — As, bcs — As, #Ss —> T }
F={f}

Simulace pfijeti fetézce abbcc timto rozsifenym zasobnikovym automatem:
#sabbcc |- #asbbcc |- #absbcce |- #abbscc |- #abbcsc |- #abAsc |- #abAcs |- #aAs |- #Ss |- f



