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Kapitola V.
Vlastnosti regularnich
jazyku
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Pumping lemma pro RJ

MySlenka: Pumping lemma ukazuje nekonecné
iterace nékterych podretézcu v retézcich v RJ.

* Necht’' L je RJ. Pak existuje k > 1 takové, ze:
pokud z € L a |z| = k, pak existuje U,V,W: Z=UVW,
1)v#e2)|uv|<k 3)prokazdé m=>0,uv™w e L

Piiklad: pro RV r = ab’c, L(r) je reguldrni.
Pro tento jazyk existuje k = 3 takove, ze 1), 2) a 3) plati.
eproz=abc:z e L(r)a|z| = 3:uv®™w = ab’ = ac € L(r)
J VW uviw = able = abe € L(r)
Uv2w = ab?c = abbc € L(T)

v£g, luy|=2<3

e pro z=abbc:z € L(r)a|z| > 3:uvW = abb% = abc € L(r)
uviw = abblec = abbce e L(r)
e UV UV2W = abb*c = abbbc e L(T)

® wv#g |luv|=2<3 .
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Pumping lemma: Ilustrace

* L = libovolny regularni jazyk:
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Dukaz pumping lemmy 1/3

* Necht’ L je libovolny regularni jazyk. Potom
existuyje DKA M=(Q, 2, R, s, F)aL=L(M).

* Proz € L(M), M provede |z| ptechodu a M navstivi
z| + 1 stavu:

eproz=aa,..a,:
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Dukaz pumping lemmy 2/3
* Necht’ k = card(Q) (celkovy pocet stavu v M).
Pro kazdé z € L a |z| > k, M navstivi negméné
k + 1 stavli. Protoze k + 1 > card(Q), musi
existovat stav ¢, ktery M navstivi negmén¢ dvakrat.
* Pro z existuje U, v, W takove, ze: z = uvw:

Celkové:
sz=suvw |- gw|-igw|-"f, fe F
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Dukaz pumping lemmy 3/3
* Obecné tedy M muze provest prechody:
Osv =g, @qvi-'q; @pwl-"f.f € F, tedy:

e pro m= 0, uv"™w = 1w = uw,

) w@qw@*f, feF

* pro kazdé m > 0,

sl g gmin s PP peF

Celkové:
1) gv|-/q, ;proto |[v| =1, tedy v #¢
2) suv |- qvl|-/gq, ; proto |uv| <k
3) Pro kazdé m > 0: suv™w |- f, f € F, proto uv™w € L
CBD
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Pumping lemma: Aplikace I.

* Pomoci pumping lemmy pro RJ Casto provadime
dukaz sporem, zZe dany jazyk neni regularni:

’l Predpokladejme, ze L je reguldrni ‘
v

Uvazuyme PL konstantu k a vyberme z € L, jehoz
delka je zavisla na k tak, ze |z| = k je vzdy pravdive

v

Pro vSechny dekompozice z na uvw, v # ¢, |uv| < k ukazeme
: | existuje m > 0, pro které uv™w ¢ L; } SPOR
: |ale podle PL plati vztah: uy™w < L

E v
. — Proto
Spatny predpoklad ‘ - L neni regularni
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Pumping Lemma: Priklad
Dokazme, ze L = {¢"b" : n > 0} neni regularni:
1) Predpokladejme, ze L je regularni. Necht k > 1 je
konstanta z pumping lemmy pro jazyk L.
2) Necht’ z = akb*: a*b* € L, |z| = |a*b¥| =2k > k
3) Véechny dekompozice z na uvw, v # ¢, |[Uv| < k:

X « pumping lemma: uvw € L

[|\ H bb...bD ki <
v e uvdw=uw = bb...bb|g L
%—I g _y
luv| < k J— u w

Spor!

4) Proto L neni regularni jazyk
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Poznamka k pouziti pumping lemmy
* Pumping lemma:
. poto ——
pokud‘ L je regulérni‘ J ‘ existujek=0a ... ‘

Z.akladni aplikace pumping lemmy:
* diikaz sporem, Ze L neni regularni jazyk.
* Ale nasledujici implikace je Spatna:

' t
pokud!e‘)g's_tuj.e_ =05 e 1T ulérni‘

* Nelze pouzit pumping lemmy k
dokazani, ze dany jazyk L je regularni!!
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Pumping lemma: Aplikace II. 1/3
* Pumping lemmu je mozné pouzit k dokazovani
dalSich tvrzeni.

IHustrace:

* Necht’ M je DKA a Kk konstanta z pumping
lemmy (K je pocCet stavii v M). Potom plati:
L(M) je nekone¢ny < existuje z € L(M), k < |z] <2k

Dukaz:

‘1) existuje z € L(M), k < |z| <2k = L(M) je nekonecny:
pokud z € L(M), k < |z|, potom podle PL:
Z=Uw,V#¢ea dale pro kazdé m > 0: uv™w e L(M)

\l L(M) je nekonecny |‘/
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Pumping Lemma: Aplikace II. 2/3

2) L(M) je nekone¢ny = existuje z € L(M), k < |z| < 2k:

* Dokazeme sporem, ze plati:

‘ L(M) je nekonecny ‘i;l existuje z € L(M), |z| > k‘
b)v
| existuje 2 € L(M), k < [z] < 2K]|
a) Dokazeme sporem, ze:

* L(M) je nekoneCny = existujez € L(M), |z| = k
Predpokladme, ze L(M) je nekonecny a neexistuje z € L(M), |z| > k

pro vSechna z € L(M) plati: |z] <k

\

e koneCny
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Pumping Lemma: Aplikace II. 3/3

b) Dokazeme sporem:
e existujez € L(M), |z| = k=
existuje z € L(M), k< |z| <2k
Predpokl., Ze existuje z € L(M), |z| =k k 2k
a neexistuje z € L(M), k<|7| <2k  JEHIHo—e
Necht z, je nejkratsi retézec splnujici z, € L(M), |zy| = k
F Protoze neexistuje z € L(M), k < |z| < 2k, musi:
Pokud z, € L(M) a |zy| = k, PL zaruCuje: z,= uvw,
a pro kazdé m > 0, uv™w e L(M)
v
luw| =1, |-y 2 k prom=0: uw"w = uw € L(M)

Celkové: uw € L(M), luw| =k a [uw| <|z,|!
zo neni nejkratsi retézec spliuyjici ZLT L(M), |z,| = k

SPOR!

<
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Uzaverove vlastnostr 1/2
Definice: Trida regularnich jazyku je uzaviena
vuci operaci o, pokud vysledek operace o na
libovolne regularni jazyky je opé€t regularni
jazyk.

Ilustrace:
* Trida regularnich jazyku je uzaviena vuci sjednoceni.
To znamena:

Trida regularnich
jazyku
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Uzaverove vlastnosti 2/2
Tvrzeni: Trida regularnich jazyku je uzavrena
vuci: sjednoceni, konkatenaci, iteraci.

Dukaz:
* Necht' L,, L, jsou dva regularni jazyky
* Potom, existuyjyi dva RV r,, r,: L(r,) =L, L(r,) = L,;
 Podle definice regularnich vyrazu:
*r,.ryje RV znacici L L,
*r, +r,je RV znacici L, U L,
* 1, je RV znacici L{"
» Kazdy RV znaci regularni jazyk, tedy
L,L, L,V L,, L,;”jsouregularni jazyky
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Algoritmus: KA pro doplnék

» Vstup: Uplny KA: M =(Q, 3, R, s, F)
- Vystup: Uplny KA: M’ =(Q, =, R, s, F),

L(M) = L(M)
e Metoda:
F=0Q-F
Prlklad
b
-}

Fo= Q F
L(M) = {X bje podretezec X}; L(M *) = {X: ab neni podretézec X}



16/26

KA pro doplnék: Problém
* Pfedchozi algoritmus vyzaduje uplny KA

* Pokud M neni uplny KA, potom M musi byt preved na
uplny KA a pak muze byt pouzit predchozi algoritmus

Priklad:
Neuplny DKA: ‘

Q@ % |_(|v|) L(I\/I)‘

Uplny DKA

BB -804

L(M, ’) - L(I\/I)' g LMy, e ¢ LV,) |
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Uzaverove vlastnosti: Doplnék
Tvrzeni: Trida regularnich jazyku je uzavrena
vuci doplnku.

Diukaz:

* Necht' L je regularni jazyk

 Pak existuje uplny DKA M: L(M) =L

* Mizeme sestrojit uplny DKA M’: L(M’) = L
uzitim predchoziho algoritmu

* Kazdy KA definuje regularni jazyk, tedy

L je regularni jazyk
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Uzaverove vlastnosti: Prunik

Tvrzeni: Trida regularnich jazyku je uzaviena
vuci pruniku.

Dukaz:
* Necht' L,, L, jsou dva regularni jazyky
« L., L, jsou regularni jazyky
(tfida regularnich jazyku je uzaviena vuci dopliku)
L, UL, jeregularni jazyk
(tfida regularnich jazyku je uzaviena vuci sjednoceni)
°T1 UTz je regularni jazyk
(tfida regularnich jazyku je uzaviena vici doplnku)
* L, "L,=L, UL,je regularni jazyk
(De-Morganovy zakony)
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Boolova algebra jazyku

Definice: Necht je tfida jazyku uzaviena
vuci sjednoceni, pruniku a doplnku. Potom
tato tfida tvori Boolovu algebru jazykiu.

Tvrzeni: Trida regularnich jazyku tvori
Booleovu algebru jazyku.

Diukaz:
* Ttida regularnich jazyku je uzaviena vuci
sjednoceni, pruniku a doplnku.
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Hlavni rozhodnutelne problemy

1. Problém cClenstvi:
 Instance: FA M, w € ¥%; Otazka: w € L(M)?

2. Problém prazdnosti:
* Instance: FA M; Otazka: L(M) = &?

3. Problém konecnosti:
* Instance: FA M; Otazka: Je L(M) koneCny?

4. Problém ekvivalence:
* Instance: FA M, M,; Otazka:L(M,)=L(M,)?
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Algoritmus: Problém clenstvi

e Vstup: DKA M=(Q,X,R,s, F);we X"
* Vystup: ANO, pokud w € L(M)
NE, pokud w ¢ L(M)

* Metoda:
«if sw |- f, f € F then napiSCANO’)
else napiSCNE”)

Celkové:

Problém Clenstvi je pro KA rozhodnutelny
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Algoritmus: Problém prazdnosti

* Vstup: KA M=(Q, 2, R, s, F);
* Vystup: ANO, pokud L(M) =9
NE, pokud L(M) # &I

* Metoda:
* if S je neukoncujici then napiSCANQO’)
else napiSCNE”)

Celkové:

Problém prazdnosti je pro KA rozhodnutelny




23/26

Algoritmus: Problem konecCnosti

* Vstup: DKA M=(Q, 2, R, s, F);
* Vystup: ANO, pokud L(M) je koneCny
NE, pokud L(M) je nekonecny
 Metoda: ) - -
* Necht’ k = card(Q)
e if existuje z € L(M), k < |z| <2k then napiSCNE’)
else napiSCANQO’)

Pozn.: Tento algoritmus je zaloZen na tvrzeni:

L(M) je nekonecny < existuje z: Z € L(M), k< |z| < 2k
Celkové:

Problém konecnosti je pro KA rozhodnutelny
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Rozhodnuteln¢ problémy: Piiklad

M: b
DS
Otazka: «b € L(M) ?
sab|-sb|-f, fe F
Odpovéd’s ANO. protoze sub |-" f. fe F

Otazka: L(M)=C ?

Qo =1/}

l.ga’ > f,qeQ;a’ e sh>f,fa>f

Q, = {fA U {s, fr = {f, s} ... s je ukonCujici

Odpovéd’: NE, protoze s je ukondujici

Otazka: Je L(M) kone¢ny?  k=Card(Q) =2
Vsechny fetdzce z € 3% 2 < |z| <4: aa, bb,Jub € L(M), ...

Odpovéd’: NE, protoze existuje z € L(M), k < |z| < 2k
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Algoritmus: Problém ekvivalence

* Vstup: Dva minimalni KA, M,a M,
* Vystup: ANO, pokud L(M,) =L(M,)
NE, pokud L(M,) # L(M,)

* Metoda:
e if M, ma stejnou strukturu jako M, az na
pojmenovani stavi
then napiSCANQO’)
else napiSCNE”)

Celkové:

Problém ekvivalence je pro KA rozhodnutelny
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Problém ekvivalence: Priklad
Otazka: L(M,) = L(M,)?

Minimalni KA
Odpovéd’: ANO, protoze M, . . ma stejnou strukturu
jako M

in2
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