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Kapitola X.
Normalni formy a vlastnosti
bezkontextovych jazyku
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Chomskeho normalni forma (CNF)

Definice: Necht' G= (N, T, P, S) je BKG.

G je v Chomskeho normalni forme, pokud
kazdé¢ pravidlo z P ma jeden ze tvaru:

e A—> BC kde 4, B, C € N;

e A—>a,kded e N,aeT;

Priklad:

G=(N,T,P,S),kdeN={A4,B,C, S}, T= {a, b},

P={§>CB,C—>AS8,8S > AB,A —> a, B — b},

je v Chomskeho normalni formé.
Pozn.: L(G) = {a"b": n > 1}
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Greibachoveé normalni forma (GNF)

Definice: Necht' G= (N, T, P, S) je BKG.
G je v Greibachové normalni forme, pokud
kazdé¢ pravidlo z P ma nasledujici tvar:

e 4 —>ax,kdedA e N,aeT,xe N

Priklad:

G=WI,T,P,S),kde N={B,S}, T= {a, b},
P={§S—>aSB,S —> aB,B — b}

je v Greibachove normalni formé.

Pozn.: L(G) = {a"b": n > 1}
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Generativni sila normalnich forem

Tvrzeni: Pro kazdou BKG existuje
ekvivalentni gramatika G’ v Chomske¢ho

normalni form¢.
Diikaz: Viz. str. 348 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Tvrzeni: Pro kazdou BKG existuje
ekvivalentni gramatika G° v Greibachoveé
normalni forme.

Diikaz: Viz. str. 376 v knize [Meduna: Automata and Languages]
Pozn.: Zikladni vlastnostt CNF a GNF:

CNF: pokud § ="
GNF: pokud § ="

;w e T potom n=2|w|—1
;w e T potom n = ||
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Metody obecne syntakticke analyzy

* Metody obecné syntaktické analyzy mohou byt
pouzity na libovolny bezkontextovy jazyk

Ilustrace:
@, @,
@

A

Trida LL Trida LR T¥ida bezkontextovych
jazyku jazyki Jazyku
LL Metody LR Metody Metody obecné

syntaktické analyzy
* Pozn.: Trida LR jazyku =
ttida deterministickych jazyku
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Obecna SA zalozena na CNF

pokud § € S|1, n], S[1, n]
potom S =%a, ...a, VRN

Myslenka: £ —AE
G- DC

F,GeS§l3

.. S[n-2, nj

4 a
D 45S(1,2] E e S[2,3] .. S[n-1, n]
A e S[1,1] B e S[2,2] C e S[3, 3] S[n, n]

A—)a1 TB—)a2 T C—> a,
* Vstupni Fet. ‘al a;, an‘
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Algoritmus: Obecna SA zalozena na CNF

*Vstup: G=(N, T, P,S) vCNF,w=a,...a,
* Vystup: ANO, pokud w € L(G)
NE, pokud w ¢ L(G)

* Metoda:
e pro kazdé a; , kdei=1, ..., n:
Sli,i] ={A: A —> a;, € P}

 Aplikuj nasledujici pravidlo, dokud zZadna z
mnoZin S[i, k] nemuze byt zménéna:

ifA—>BCeP,BeSIij],CeS|[jt], k],

kde 1 £i<j <k <n then pridej A do S|, k]
«if § € §[1, n] then napiSCANO’)

else napiSCNE”)




8/31

Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 1/5
G=(N,T,P,S),kde N= {4, B, C, S}, T— {a, b},
P={§ >AC,C—>SB,A—>a,B—>b,S — c}
Otazka: aacbb € L(G)?

S, 1]=14;  S12,2]=4} S[3,3]=15} Sl4, 41=1B} SIS, S|=15;
TA—)a fA—)a TS—)c fB—)b fB—)b
I I I I

| a a C b b |
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 2/5
G=(N,T,P,S),kde N= {4, B, C, S}, T— {a, b},
P={§ >AC,C—>SB,A—>a,B—>b,S — c}
Otazka: aacbb € L(G)?

~ »1s CCoSBD 1r

S[1,2]1=0  S12,3|1=5 SI3,4]={C} S[4,5]=S

S[1, 1]=14}  S12, 2]=i4} S[5, J]1=18} S[4, 41={B} SIS, 5]1=iB}

a a C b b |
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 3/5
G=(N,T,P,S),kde N= {4, B, C, S}, T— {a, b},
P={§ >AC,C—>SB,A—>a,B—>b,S — c}
Otazka: aacbb € L(G)?

CEYTD

2,4]=1S} SI3,5]=

S[la 3]:®

.

S[1,21= /812, 1=/ S[3, 41={C)\ S[4, 5]-2

S[1, 1]=14}  S12, 2]=i4} S[5, 5]1=1S} S[4, 4]1={B} SIS, 5]={B}

a a C b b |
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 4/5
G=(N.T,P.S),kde N= {4, B, C, S}, T— {a, b},
P={§ >AC,C—>SB,A—>a,B—>b,S — c}
Otazka: aacbb € L(G)?

S[1, 1]=14}  S12,2]=i4} SI3,3]={S} S[4,4]={B} SIS, S]={B}

a a C b b |
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 5/5

G=(N,T,P,S),kdeN={A4,B,C,S}, T={a, b},
P={§ >AC,C—>SB,A—>a,B—>b,S — c}
Otazka: aacbb € L(G)?

s >'5:.[1’ 5)-15) § € 81, 5]~AN()

S[1, 4]=9 S12, 5]=1C}

S[1,3]=0  S[2,4]={S} S[3,5]=C
S[1,2]1=0  S12,3]=5 S|3,4]={C} S[4,5]=S

S[1, 1]=14}  S12,2]=i4} SI3,3]={5} S[4,4]={B} SIS, S]={B}

a a C b b |
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Pumping lemma pro BKJ

* Necht’ L je BKJ. Potom existuje k£ > 1 takove, ze:
pokud z € L a |z| > &, pak existuje u, v, w, x, y tak,
Ze z = uvwxy, priCemz dale plati:

1) vx # ¢ 2) [vwx| < k 3) pro kazdé m > 0: uv™wx™y € L

Priklad:
G=({S,A4}, {a,b, c}, {S > ada,A —> bAb, A — c}, )
generuje L(G) = {ab"cb"a : n > 0}, tedy L(G) je BKJ.
Existuje k = 5 takove, ze 1), 2) and 3) plati:
e proz=abcha:z e L(G)alz| > 5:
\AA/ uv0wx0y = ab%b%a = aca € L(G)

UVWXY v
ox = bb % ¢ uvlwxly = ableb'a = abceba € L(G)
x| =3:1<3<5 uvwx?y = ab*cb?a = abbcbba € L(G)

* pro z 3= abbcbba: z € L(G) alz| = 5: :
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Pumping lemma: Ilustrace
* L = libovolny bezkontextovy jazyk:

r =S | € L ‘niczajz’mavého
K

a g | eL
kg

[(wTv ] w [xT Y |

1) ?’_——gl neb()%;t';E

2) Y<k

3N u | w | % | e L

lulv ] w | x| Y e L

lulv]iv] w | x| X | % le L
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Pumping lemma: Aplikace

* Pomoci pumping lemmy pro BKJ Casto provadime
dukaz sporem, ze dany jazyk neni bezkontextovy:

’l Predpokladejme, ze L je bezkontextovy ‘
v

Uvazuyme PL konstantu k a vyberme z € L, jehoz
delka je zavisla na k tak, ze |z| = k je vzdy pravdive

v

Pro vSechny dekompozice z na uvwxy: vx # €, |[vwx| < k, ukdzeme
- | existuje m > 0 pro které uvmwxmy ¢ L; } SPOR
: lale podle PL plati vztah: uvmwxmy € L

: v
» — Proto
spatny predpoklad ‘ ‘ L neni bezkontextov;l
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Pumping lemma: Priklad 1/2

Dokazme, ze L = {a"b"c" : n > 1} neni BKJ.

1) Pfedpokladejme, ze L je BKJ. Necht k> 1 je
konstanta z pumping lemmy pro dany jazyk L.

2) Necht' z = a*b¥ck: akbrck € L, |z] = |o*b*ck| =3k > k
3) VSechny dekompozice z na uvwxy; vx # g, |[vwx| < k:

k k k
7 T ‘ISb...Jb{)...bi)rcc...Jccccc?
¥ N
a) vwx € { Y {b}", b) vwx € {b}*{c}",

VX # & VX # &
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Pumping lemma: Priklad 2/2

a) vwx € {a}*{b}": k k K
* Pumping lemma: | IL ... bb ...ljibcc ...ccl
uwxly € L e Y
U VYWX y
o uvwxy = uwy =D l bb..JbLbcc ...ch g L
u w y
Pozn.: uwy obsahuje ,.k* symboli ¢, ale méné nez ,,k* symboll « nebo b
b) vwx € {b}*{c}™: k k K
e Pumping lemma: ‘ b“!; .bbcc . chl
uwx% e L
YWX y
o udwx'y = uwy =L th .bbcc . J @ ¢ L

Pozn.: uwy obsahuje ,,k* symb(l)llu , ale meén¢ ne}:% o syn%olﬁ b nebo ¢
Vsechny dekompozice vedou ke sporu!
4) Proto L neni bezkontextovy jazyk.
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Uzavérove vlastnost:i BKJ

Definice: Trida bezkontextovych jazyku je
uzaviena vuci operaci o, pokud vysledek
operace o na libovolné bezkontextove jazyky
je opet bezkontextovy jazyk.

Iustrace: | | |
 Ttida bezkontextovych jazykl je uzaviena vici sjednocent.

To znamena:

Trida bezkontextovych
jazykl
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Algoritmus: BKG pro sjednocenti

* Vstup: G, =(N,, T, P, §)) aG, = (N,, T, Py, S,);
* Vystup: Gramatika G, = (N, T, P, S) takova, Ze:
L(G,) = L(G)) VU L(G,)

* Metoda:

* Necht' S ¢ N, U N,, déle nechtt N, N,=:
e N:={S} UN,UN,;
cP=8->58,5—=>8}UP UP,;
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Algoritmus: BKG pro konkatenaci

.VStup G (NIDT PlnSl)aG (NZDTPZD SZ)
* Vystup: G. = (N, T, P, S) takova, ze:
L(G,) = L(G)) . L(Gy)

* Metoda:

* Necht' S ¢ N, U N,, déle nechtt N, N,=:
e N:={S} UN,UN,;
e P={5—>5,5}UP UP,;
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Algoritmus: BKG pro iteraci

* Vstup: G=(N,, T, P,S,)
» Vystup: G, = (N, T, P, S) takova, ze: L(G,) = L(G)
* Metoda:
* Necht' §' ¢ N;:
e N:= {8} UN,;
e P={§5>5S8S5—>¢etUP;
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Uzaverove vlastnosti

Tvrzeni: Trida BKJ je uzaviena vuci:
sjednoceni, konkatenaci, iteraci.

Diukaz:

* Necht' L,, L, jsou dva bezkontextové jazyky.

* Potom existuji dvé BKG G, G,, pro které plati:

L(G)) = Ly, L(G,) = Ly;

 Sestrojme gramatiky pomoci predchozich algoritmu:
* G, pro kterou plati: L(G,) = L(G,) U L(G,)
* G, pro kterou plati: L(G,) = L(G,) . L(G,)
* G, pro kterou plati: L(G,) = L(G,)"

» Kazda BKG definuje bezkontextovy jazyk, tedy:

L, L, L,v L, L, jsoubezkontextové jazyky.
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Prunik: Neni uzavreno

Tvrzeni: Trida bezkontextovych jazyku neni
uzaviena vuci pruniku.

Diukaz:
» Prunik néjakych dvou BKJ nesmi byt tedy BKJ:

e L, =1{a"b"c":m,n =1} je BKJ
e L,=1{a"b"c": m,n =1} je BKJ
L, L,={a"b"c": n =1} neni BKJ
(Dukaz je zalozen na pumping lemma viz. diive)

CBD
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Doplnék: Neni uzavreno

Tvrzeni: Trida bezkontextovych jazyku neni
uzaviena vuci doplnku.

Dukaz sporem:
» Pfedpokladejme, Ze tfida bezkontextovych jazyku je
uzaviena vuci doplnku:
L, ={a"b"c":m,n=>1} je BKJ
o L, = {a”b”cm m,n=>1} je BKJ
L, L2 jsou tedy BKJ
T] U LZ je BKJ (tfida BKJ je uzaviena vici sjednocent)
« L, UL, je BKJ (ptedpoklad)
* De-Morganovy zakony tikaji: L; N L, = {a"b"c": n > 1} je BKJ
« {a"b"c". n > 1} ale neni BKJ = Spor
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Hlavni rozhodnutelne problemy

1. Problém c¢lenstvi:
* Instance: BKG G, w € ¥¥; Otazka: w € L(G)?

2. Problém prazdnosti:
* Instance: BKG G; Otazka: L(G) = O?

3. Problém konecnosti:
* Instance: BKG G; Otazka: Je L(G) koneCny?
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Algoritmus: Problém clenstvi

* Vstup: BKG G=(N,T,P,S) vCNF, w e T"
* Vystup: ANO, pokud w € L(G)
NE, pokud w ¢ L(G)

e Metoda I:

«if S =" w, kde 1 < n <2|w|— 1, then napisCANO")
else napiS(’NE’)

e Metoda 11:

* Viz. Obecna metoda SA zalozena na CNF

Celkové:

Problém ¢lenstvi je pro BKL rozhodnutelny
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Dostupné symboly

MysSlenka: Symbol X je dostupny, pokud
S =%...X...,, kde § je poCateCni neterminal.

Definice: Necht' G = (N, T, P, S) je BKG. Symbol
X € Ny Tje dostupny, pokud existuje u, v € X7,
takové, ze: S = uXv. Jinak X je nedostupny.
Pozn.: Kazdy nedostupny symbol muze byt odstranén z BKG
Priklad:

G=({S,A4,B}, {a, b}, {S—>SB,S >a,A— ab, B— aB },.5)

S - dostupny: prou=¢, v=¢: S =8

A - nedostupny: neexistuje u, v € X" takové, ze: S =" uAdv
B - dostupny: prou =S, v=¢: 5 =!' SB

a - dostupny: prou =g, v=¢c: S =>la

b - nedostupny: neexistuje u, v € X" takové, ze: S =" ubv



28/31

Ukoncujici symboly
MySslenka: Symbol X je ukoncujici, pokud X derivuje ietézec termindli.
Definice: Necht' G = (N, T, P, S) je BKG. Symbol X|
e N U T je ukoncujici, pokud existuje retézec w €
T", pro ktery plati: X =" w. Jinak X je neukoncujici.
Pozn.: Kazdy neukoncujici symbol muze byt odstranén z BKG
Priklad:

G=({S,A4,B},{a, b}, {S > SB,S >a,A— ab, B— aB },.5)
Symbol S - ukonCujici: prow =a: S =>'a

Symbol A - ukoncujici: pro w = ab: A = ab

Symbol B - neukoncujici: neexistuje w € T" takové, ze: B =" w
Symbol a - ukoncujici: prow=a :a =" a

Symbol b - ukonCujici: prow=b:b="b
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Algoritmus: Problém prazdnosti

* Vstup: BKG G=(N, T, P, JS);
* Vystup: ANO, pokud L(G) =D
NE, pokud L(G) # &

* Metoda:
*if S je neukoncCujici then napiSCANO’)
else napiSCNE”)

Celkové:

Problém prazdnosti je pro BKJ rozhodnutelny
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Algoritmus: Problem konecCnosti

* Vstup: BKG G=(N, T, P, S);
* Vystup: ANO, pokud L(G) je konecny
NE, pokud L(G) je nekonecny

* Metoda:

* Necht k = 2¢ard¥)

o if existuje z € L(M), k < |z| < 2k then napiS(CNE’)
else napiSCANQO’)

Celkové:

Problém konecnosti je pro BKJ rozhodnutelny
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Hlavni nerozhodnuteln€ problémy

1. Problém ekvivalence:
* Instance: CFGs G, G,; Otazka: L(G,) = L(G,)?

2. Problém jednoznacnosti:
* Instance: G; Otazka: Je G jednoznacna?

Poznamka:

Je matematicky dokazano, ze neexistuyi
zadn¢ algoritmy, které by tyto problémy
vyreSily v koneCném Case.
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