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Kapitola XIII.

VVVVVV \ 4

JazyKky slozite)si nez
bezkontextoveé
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Turingovy stroje (TS)

MySlenka: Vypocetni model s nejvétsi silou

Konecné
stavoveé
rizeni

Paska: 1 Cteci-psaci hlava

a, |ay,| ... a| ... |la,|A|A]|A

1 n

-—p
pohyb hlavy

Poznamka: A = prazdné policko
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Turingovy stroje: Definice

Definice: Turinguv stroj ('TS) je Sestice
M=(0,2,1,R,s,F), kde

* 0 je konecnd mnoZzina stavii

2. je vstupni abeceda

* [ je paskovd abeceda; Ae1'; X T

* R je konecna mnozina pravidel tvaru: pa — qbt,
kdep,qg e Q,a,bel,te {S,R,L}

* s € Q Je pocatecni stav

* ' O je mnozina koncovych stavi

Matematicka poznamka
« Cisté matematicky, R je relace z QO x ' do O x I'x {S, R, L}

» Misto relaCniho zapisu (pa, gbt) € R zapisujeme pa — gbt € R
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Interpretace pravidel

* pa — qbs’: Pokud je aktualni stav p a &teci hlava ukazuje na
symbol a, prepiS na pasce a na b, zmén aktudlni stavzpnag a
Cteci hlavu ponech na stejném policku.

' L 4 ' L 4
O =™ L@ =
* pa —> gbR: Pokud je aktualni stav p a Steci hlava ukazuje na

symbol a, prepiS na pasce @ na b, zmén aktualni stavzp nag a
posun Cteci hlavu o jedno poli¢ko vpravo.

‘@‘Iixilzli #‘@‘I IbI |

* pa — gbL: Pokud je aktualni stav p a ¢teci hlava ukazuje na
symbol a, prepiS na pasce a na b, zmén aktudlni stavzpnag a
posun Cteci hlavu o jedno policko vlevo.

‘@‘Iixi |Z| :v:|#‘@‘|:x:v|b| S, |
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Graficka reprezentace

@ oznacuje stav g € Q
—>® oznacuje pocateCni stav s € O

oznacuje koncovy stav f € F

@ alb. S »@ oznacuje pa — gbS € R
@ alb. R »@ oznacuje pa —> gbR € R

@ alb. L »@ oznacuje pa —> gbL € R
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Turinguv stroj: Priklad 1/2

M=(Q,%X,T,R,s, F)

kde:
*Q=1{s,p,q,f};

* 2= {a, bj;

['={a, b, A};

* R={sA — fAS,
sa — paR,
sb — pbR,
pa — paR,
pb — pbR,
PA — gAL,
ga —> fAS,
gb — fAS}

e F={f}

ala, R

ala, Is

A/A, S

b/b, R

b/IA, S| |la/A, S

b/b, R

SO
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Turinguv stroj: Priklad 1/2

Pozn.: M smaze symbol pred

TS M: prvnim vyskytem symbolu A:
AIA, S Ilustrace:
‘ 9 |_*|a|b|A|A|
ala, I—*
a/A,S‘ @ abAA
a/a,b,R ‘ @ ‘ |a|b|A|A|

| @ Nrinmne
© | @




8/45

Kontigurace TS

Mpyslenka: Instance popisu TS

Co vSe musi byt v konfiguraci popsano?
1) Aktualni stav 2) Obsah pasky 3) Pozice hlavy

Konfigurace xpy

Definice: Necht M= (0, 2,1, R, s, F)je TS.
Konfigurace TS M je tetézec y = xpy, kde
xel"peQ,yeI"T - {ADh U {A].
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Stacionarni prechod

Definice: Necht' y, ¥’ jsou dve konfigurace TS
M. Potom M muze provest staciondrni prechod
z % do y’ pouzitim zapséno % |-’ [ ]1nebo
zjednoduSen€ y |—¢ %’ pokud:

v =xpay, ¥’ =xqbya :pa— gb$ € R

Ilustrace:
Pravidlo: pa — ¢bS

et

Konﬁgurace Nova konﬁgurace
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Pravy pfechod

Definice: Necht' 7y, X jsou dvé konfigurace TS M.
Potom M mizZe proveést pmvy prechod z y do 7y
pouzitim , zapsano yx |-, %’ [ | nebo ZJednodusene Y
— pokud Y = Xpay, pa |- gbR € R a soucasng:

(1) y’ =xbqy, v # € nebo
(2) x’ =xbgA,y=¢

‘ @i Prav pa—)qu v
| # %:v: |
|

| |a| |b|

-

nebO Konﬁgurace "~ Nova konfigurace

‘ @ i vPrav.: pa — qu‘ i ¥
alAJA] . x:bAA
| :x: | |Z| |l

Konﬁ:gurace

Nova konﬁgurace
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Levy prechod

Definice: Necht’ y, ’ jsou dvé konfigurace TS M. Potom
M muze provést levy prechod z y do y’ pouzitim
zapsano |-, x’ [ ] nebo zjednodusené y |—¢ %’ pokud:
(1) x =xcpay, ¥’ =xqcby,y#corb+A, :pal|-qbL € R nebo
(2) X =xcpa,y’ =xqc, :pal|-qAL € R

Prav pa—) bL

C |b| |
L X, |c|é|a| # |c|b| J

—

nebo KOlﬁ(gurace Nova Konﬁgurace

‘ i vPrav.: pa > qAL‘ i
I | clalAlAl . cAAA
[«]

|c|

\ - > 4 \ - >

Konﬁgurace Nova Konﬁgurace
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Prechod

Definice: Necht' y, ¥’ jsou dve konfigurace TS
M. Potom M muze provest prechod z vy do y’
pouzitim , zapsano y |—¢ %’ [ ] nebo
zjednoduSen€ y |-¢ %’ pokud: x |- %’ [ ] pro
n¢jaké X € {S, R, L}.
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Sekvence prechodu 1/2

MySslenka: nékolik vypocetnich kroku po sobé

Definice: Necht’ y je konfigurace. M provede
nula prechodu z y do y; zapisujeme:
v |- Y % [€] nebo zjednodusené y |- y

Definice: Necht x,, %, ---, X, J€ sekvence

ptechodu konfiguracipron>1ay., |- x; [7],

r;€ Rpro vsechnai=1, ..., n, coz znamena:
Xo =x1 rd =% 1) - = [7]

Pak M provede n-prechodii z y, do 7y,; zapisujeme:

Yo =", 7. r,,] nebo zjednodusSené y, |-" 7,
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Sekvence prechodu 2/2

Pokud y, |-" %, [p] pro néjaké n > 1, pak

Xo = %, [P].

Pokud y, |-" %, [p] pro néjaké n > 0, pak

Yo |- %, [P]:

Priklad: Uvazujme:

apbc |-
aqac |-
Potom,

aqgac [1: pb — qgaS] a

acrc |2: gqa — rcR].
apbc |-* acrc [1 2],
apbc |-" acrc [1 2],
apbc |- acrc 12




15/45

TS jako model pro prijimani jazyku

MySlenka: M pf'ijim{; Fetézec w, pokud provede

sekvenci prechodu ze stavu s do koncového stavu

Definice: Necht M = (0, 2, I, R, s, F) je TS.

Jazyk prijimany TS M, L(M), je definovan:

LIM)y={w:we X, swl-xfi;x,yel",fe F}uU
fe:sA =" xfy;x,y e I", fe F}

Ilustrace:

* Prow =¢:

‘ @ I?:w: |MA|_#‘ @ ‘l X, |v:v: AIALL..

e Prow=c¢:

| © . #‘ 0, ‘I T [A[AT.
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TS jako model pro piijimani jazyku: Priklad

sabba |- Aq,abb |- Aaq,bb |- Aabq.b |- Aabbq A |- Aabq,b
— Aaq.b |- Aq,ab |- q;Aab |- Asab |- AAq,b |- AAq,b
— AAbq A |- AAq,b |- Aq;A |- sA |- fA

Celkové: abba € L(M)
Pozn.: L(M) = {a"b": n = 0}
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TS jako vypocetni model

Definice: Necht M= (0, 2, I, R, s, F)je TS. TS M
vycCisluje n-narni funkci ¢ nasledujicim zpusobem:
IsSAx,Ax,...Ax, |- fA ,kde f e F pravé tehdy kdyz
O(x;, Xsy..nr X,) =

IHustrace:

‘ill_zl T AL T AT AT T AT AL
‘®II_XI 21 [A[A]- (I)(xlaxb“-axn):y
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TS jako vypocetni model: Priklad
IS A/A A/l A/A l/A A/A @

1/1, R 1/1, R 1/1, L

SA11A11 |- Ag,11 A11|-Alq,1A11 |-Allq,All |-Al11g,11
~Al111g,1 |-A11111¢,A |-A1111¢,1 |-Alllg,1
— Allg,11 |- Alg,111 |- Ag,1111 |- ¢,A1111

— fA1111

Celkové: o(11,11)=1111

Pozn.: ¢(x,, x,) =x, + x,, kde

* x, = 1 reprezentuje prirozene Cislo a
* x, = 17 reprezentuje prirozené ¢islo b
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Deterministicky TS (DTS)

MySlenka: Deterministicky TS muze provést z
kazdé konfigurace maximalné jeden prechod
Definice: Necht M= (0, 2, I, R, s, F) je TS. M je
ldeterministicky TS, pokud pro kazde pravidlo tvart
[pa — qbt € R plati, ze mnozina R — {pa — qbt}
neobsahuje zadn¢ pravidlo s levou stranou pa.

p—

Tvrzeni: Pro kazdy TS M existuje ekvivalentni
DTS M,

Diikaz: Viz. str. 634 v knize [Meduna: Automata and Languages]
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k-paskovy Turinguv stroj
Myslenka: Turinguv stroj s ,,k*“ paskami

IHustrace: —— v
| X1 |a,| Yy | ... Paskal

| | v | |
| X7, |a;| Vo, ... Paska?2
| X |a,‘| Vi | ... Paskak

Tvrzeni: Pro kazdy TS M existuje ekvivalentni &-
paskovy TS M.

Diikaz: Viz. str. 662 v knize [Meduna: Automata and Languages]
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k-hlavy Turinguv stroj
MySslenka: Turinguv stroj s ,,k*“ hlavami
Iustrace:

)=

lHlava 1 lHlava 2 leava k
Loy dad xp o] xp |... ... led x,. |...

Tvrzeni: Pro kazdy TS M existuje ekvivalentni &-
hlavy TS M.

Diikaz: Viz. str. 667 v knize [Meduna: Automata and Languages]
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TS s oboustranné nekone¢nou paskou

MySlenka: Turinguv stroj s paskou, ktera je
nekonecna smérem doleva i doprava

Ilustrace:

v
...I .élll |a1| :21: I...

Tvrzeni: Pro kazdy TS M existuje ekvivalentni
TS s oboustranné nekonecnou paskou M.

Diikaz: Viz. str. 673 v knize [Meduna: Automata and Languages]
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Zakodovani Turingova stroje
MySlenka: Popis Turingova stroje pomoci
retézce obsahujici nuly a jedniCky
* Pfedpokladeyme, ze TS M ma tvar M = (Q, 2, I, R, q,, 19,}),
kde: O =144, 9, --- > 9,5, = {aya,, ..., a,} tak, ze: a;= A
* Necht’ 8 je zobrazeni z (Q U T U {S, L, R})do {0, 117,

definovano: S(S) =01, S(L) — : S(R) — :
0(q,) = pro vSechnai=0 ... m,
o(a,) = provSechnai=0 ... n

e Pro kazdé |:_pa — gbt € R definujeme:

5(:) = 8(p)5(2)3(9)3(B)3(1) 1 |
e Necht R={r,,r,...,r,}. Potom

| 8(M)=1118(:)5(+)...8())1 je zakédovani TS M |
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Zakodovani Turingova stroje: Priklad
M=(Q,2,T,R, qy, {q,}), kde
Q — {q()a ql}a z — {ala aZ}; F — {Aa ala aZ};
R={1: qya1 > qya,R, 2t qya, = qya; R, 3t gpA — q,AS}
Urceme: Zakddovani TS M, o(M).
o(S) = 01,0(L) =001, o(R) =
o(q,) = 01, 0(q,) = 001,
o(A) =01, o(a,) = 001, o(a,) =
o(1)o(2)o(3)
0(q)o(a,)o(q,)o(a,)o(R)
0(q)o(a,)o(q,)o(a)o(R)
6(4¢)0(A)5(g1)0(A)5(S)

o(M)
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Univerzalni Turinguv stroj

Myslenka: Univerzalni TS mize odsimulovat libovolny DTS

Ilustrace:

Univerzalni
TS U l

‘ Zakodovany M, 5(M) ‘ Vstupni ret. w ‘ A ‘

Pozn.: Univerzalni TS precte zakodovani TS M a
vstupni fetézec w na pasce a pak odsimuluje prechody,
ktere by provadél TS M se vstupnim fetézcem w.
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Neomezene gramatiky: Detinice

MysSlenka: Zobecnéni BKG

Definice: Neomezena gramatika (NG) je Ctverice
=(N, T, P, S), kde

. N je abeceda neterminali

o T je abeceda termindlii, pticemz N N T =

o P U'e koneCna mnozina pravidel tvaru x — y,

kdexe WUT)Y'NNuU T, ye (NuUT)

* § € N je pocatecni neterminal

Matematicka poznamka k pravidlim:

« Cisté matematicky, P je relace z (N U T)*N (N u T)* do (NU T)*
» Misto relaCniho zapisu (x, y) € P zapisujeme pravidlax >y € P
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Derivacni krok
Myslenka: Zménéni retézce pouZitim pravidla

Definice: Necht G = (N, T, P, S) je NG. Necht’
u,ve (Nul)™a =x-—ye P. Potom, uxv
primo derivuje uyv za pouziti - v G, zapsano
uxy = uyv | ] nebo zj ednodusSen¢ uxyv = uyv.

H// ,// e \\ \\

||.V||

Pozn.: =" = ,:>* a L(G) je definovano stejné Jako u
bezkontextovych gramatik.
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Neomezena gramatika: Priklad

G=WN,T,P,S),kde N={S, A4, B}, T= {a}
P={1.8—> ASB, S —>a,
: Aa — aaA, :AB — ¢ }

S=a []
S=>ASB|]| = AaB |2] = aaAB [7] = aa [4]
S=>ASB ||| =>AASBB || = AAaBB |2] =

AaaABB |3] = aaAaABB [3] =
aaaaAABB [3] = aaaaAB [4] = aaaa [4]

Pozn.: L(G) = {a®": n >0}
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Rekurzivné vycislitelne jazyky
Definice: Necht' L je jazyk. L je rekurzivne
vycislitelny jazyk, pokud existuje Turinguv
stroj] M takovy, pro ktery plati: L = L(M).

Tvrzeni: Pro kazdou NG G existuje TS M, pro ktery

plati: L(G) = L(M).
Dukaz: Viz. str. 714 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Tvrzeni: Pro kazdy TS M, existuje NG G, pro
kterou plati: L(M) = L(G).

Dukaz: Viz. str. 715 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Zavér: Fundamentalni modely pro rekurzivné
vycislitelné jazyky jsou:

1) Neomezené gramatiky  2) Turingovy stroje
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Kontextova gramatika (KG)

MysSlenka: Omezeni NG

Definice: Necht’ G = (N, T, P, S) je neomezena
gramatika. G je kontextova gramatika (KG),
pokud kazde pravidlo x —» y € P spliuje
podminku: [x| < [y|.

Pozn.: =, =", =7, =* a L(G) je definovano stejné jako
u neomezenych gramatik.
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Linearn€ ohrani¢en¢ automaty
MySlenka: Turinguv stroj s omezenou paskou
na délku vstupniho retézce

Konecné
stavove
rizeni
Paska: 1(V3teci-psaci hlava
a, |ay,| ... a| ... |a,| A
-—

pohyb hlavy
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Linearn¢ ohraniCene automaty: Definice
MySlenka: Se vstupnim retézcem w je paska
omezena na pouze |w| policek

Definice: Linearne ohraniceny automat (LOA) je TS,
ktery nemuze zadnym pravidlem prodlouzit pasku.

Ilustrace:
Ot =[O =

‘ Stejna delka {
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Kontextove jazyky

Definice: Necht' L je jazyk. L je kontextovy
Jjazyk, pokud existuje linearn€ ohraniCeny
automat M takovy, pro ktery plati: L = L(M).

Tvrzeni: Pro kazdou KG G existuje LOA M, pro
ktery plati: L(G) = L(M).

Dukaz: Viz. str. 732 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Tvrzeni: Pro kazdy LOA M, existuje KG G, pro
kterou plati: L(M) = L(G).

Dukaz: Viz. str. 734 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Zaveér: Fundamentalni modely pro kontextove jazyky
SOu:
J1) Kontextove gramatiky

2) Linearné ohraniCené automaty
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Prave linearni gramatlky Definice

Myslenka BKG, ve které ma kazdé pravidlo
na pravé strané pouze retézec terminalu
nasledovany max. jednim neterminalem

Definice: Necht G = (N, T, P, S) je BKG. G je
prava linearni gramatika (PLG), pokud kazd¢
pravidlo 4 > x € Pspliuje: x € T" U TN,

Priklad:

G=W, T, P,S),kde N={S,A4}, T= {a, b}
P={1:.5>a$8,2:8 >aAd,3:4A—>bA, 4.4 —> b }
e S=aA|’] = ab [4]

e S=aS[]| = aaA|2] = aab [4]

* S =ad|2] = abA |3] = abb [4]

Pozn.: L(G) = {a"b": m, n > 1}
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Gramatiky pro regularni jazyky

Tvrzeni: Pro kazdou PLG G existuje KA M, pro
ktery plati: L(G) = L(M).

Diikaz: Viz. str. 575 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Tvrzeni: Pro kazdy KA M existuje PLG G, pro
kterou plati: L(M) = L(G).

Diikaz: Viz. str. 583 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Z.avér: Gramatiky pro regularni jazyky jsou
Prave linearni gramatiky




14

novani

o/

Z.obec
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Gramatiky: Shrnuti

Jazyky |Gramatiky|Tvar pravidel x — yl

Rekurzivné N |xe NUTD)'NWNUT)
vycislitelné comezene ye (NuT)

xe (NUTDNNuU T

Kontextové | Kontextové .
ye (NOT), x| <y

[e1adg

xe N
Bezkontextové| Bezkontextové y e (NU T)*

4

IUBAOZI

4

r 14 r ° r 14 x e N
Regularni | Prave linearni yeT"UTN
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Automaty: Shrnuti

14

| 4

o

novaimil

Z.obec

Jazyky | Prijimaci model

Rekurzivné Turingiv
vy¢islitelné Stroj 2
o
. | Linearné ohraniceny | | S.
Kontextové carnc ohiraniceny 45
automat E
| 4 r | 4 c
, Z:asobnikovy <
Bezkontextove &
automat =
i ~

o Konecny

Regularni

automat
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Chomskeho hierarchie

T¥ida regularnich t Trida rekurzivné
jazykt = Typu 3 \ vydislitelnych jazyka =
Typu 0
Trida Trida kontextovych
bezkontextovych jazyki =
jazyka = Typu 2 Typu 1

Typ3c Typ2cTyplcTyp0
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JazyK Lopui o cimcene 1 /2
Myslenka: Lpyiesamsebe J€ J zi’zyk nad abecedou {0, 1}, ktery

obsahuje retézec o(M), pravé tehdy kdyz DTS M prijima o(M).

Definice: |
LPf‘ijmeSémSebe: {S(M) MJG DTS» S(M) < L(M)}

Illustrace: ‘ TS M ‘ -Zakédovz’mi TS M:

S(M) =
‘
LTS Y | . 2 [TaL.
- P¥ijimé TS M tetdzec S(M) = 2 oM)

4/|A_NOTW|\‘

S(M) S LPFiimeSémSebe 6(]‘4) & LPFiimeSémSebe
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JazyK Loy ocimcene 2/2

Tvrzeni: Lpy .ssmseve J€ PIJiman néjakym TS.

Diikaz (myslenka):

e Sestrojme DTS V, ktery:

1) Zdvoji vstupni fetézec na pasce w = o(M) na o(M)o(M)
2) Odsimulyje Cinnost univerzalniho TS U.

* Potom, L(¥) = Lpjjimesamseves t€dy tvrzeni plati.
Hustrace:
| s e
LV . 8
{ I s N i o i

5(M) w = 8(M)
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JazyK Lensiimesamsehe 1/3
MysSlenka: L L

NeprijmeSamSebe _ L“P¥ijmeSamSebe

Definice:
L

. %
NepiijmeSamSebe {Oa 1} —L

TS M Zakodovani TS M:
‘ =
e

LTSV | o, [TaL.

—~—

« Ptijima TS M fetézec S(M) = o OoM)

4/|A_NOTWI\‘

8(]‘4) z LPFijmeSzimSebe 6(]‘4) < LPFijmeSzimSebe

PrijmeSamSebe
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Jazyk Ly.

I'l]

fimeSamSehe 2/3

Tvrzeni: L

NepfiimeSamsebe €11 pijimam zadnym TS.

Diukaz (sporem):

 Predpok dejme ze L

NepiijmeSamSebe J© PI1jiman

n¢jakym TS.
Uvazuyme nasledujici nekonec¢nou tabulku:
” M, m; = o(M,) PrijmeSamSebe(M))
=~| M, |111001001001101 Yes
? M, 111101010111100101 No
= M, (1110010001010001001001 Yes
> : :
Pozn.:

* PiijmeSamSebe(M;) = Ano pokud m; € L

PrijmeSamSebe

Ne pokud m; ¢ L

PtijmeSamSebe
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JazyK Lensiimesimsehe 373

* Poznamka: LNepfijmeSémSebe
* Necht' L(M,) =L
* PiijmeSamSebe(M,) = Ne implikuje

m, ¢ L(M,) implikuje

My € LyepiimesamSebe implikuje

m, € L(M,)

spor

NepiijmeSamSebe

* PiijmeSamSebe(M,) = Ano implikuje
m, € L(M,) implikuje
m & LNepfijmeSémSebe 1mp 111(11]6
m, & L(M,)
SPOr
o L

NepfijmeSamSebe NENI tedy ptijiman zadnym TS M,

={m;:m. & L(M,),i=1, ...
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Rozhodnutelne jazyky
MysSlenka: Rozhodnutelné jazyky jsou prijimany
TS, které vzdy zastavi

Definice: Necht L je jazyk. Pokud existuje
DTS M, ktery vzdy zastavi a pro ktery plati L
= L(M), potom L je rozhodnutelny jazyk.

Tvrzeni: Trida rozhodnutelnych jazyku je
uzaviena vuci doplnku.
Diikaz: Viz. str. 693 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Tvrzeni: Trida rekurzivné vycislitelnych
jazyku neni uzaviena vuci doplnku.
Dukaz: Viz. jazyk L

PtfijmeSamSebe
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Dalsi hierarchie jazyku

T¥. rozhodnutelnych Trida rekurzivné
jazyku vycislitelnych - Vsechny
(prijimanych TS, jazyku jazyky
které vzdy zastavi) (prijimanych TSs)
L PrijmeSamSebe ‘ LNepf'ijmeSémSebe
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