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ÚPGM FIT VUT Brno, cernocky@fit.vutbr.cz

• klasifikace signál̊u

• transformace časové osy

• energie a výkon

• periodické signály

• harmonický signál

• jednotkový skok a impuls
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Signály

• libovolné fyzikálńı veličiny.

• jedna nebo několik nezávislých proměnných (věťsinou čas), jedna závislá.

• Př́ıklady: akustický tlak vyvolaný hláskou ’e’, stupně šedi na ČB sńımku, śıla asfaltu na

dálnici D1, kurs Kč v̊uči EUR.
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Matematický pohled na signály (1 nezávislá proměnná)

funkce, které p̌reváděj́ı nezávislou proměnnou z množiny T na hodnoty z množiny A. Podle

charakteru množiny T děĺıme signály na:

• signály se spojitým časem: t ∈ ℜ, definován všude. Př́ıklad: rychlost autobusu na

cestě z Prahy do Brna v závislosti na čase. Budeme značit s(t).

• signály s diskrétńım časem: n ∈ Z, pouze celoč́ıselné hodnoty, jinde nedefinováno.

Budeme značit s[n], n nemá rozměr. Př́ıklad: můj plat v 12-ti měśıćıch tohoto roku.

Jelikož diskrétńı signály nejsou nic jiného než řady č́ısel, budeme je někdy nazývat

posloupnosti.

Za množinu A budeme v pr̊uběhu tohoto kursu věťsinou pokládat množinu reálných č́ısel

ℜ, avšak mohou to být i komplexńı č́ısla. Praktické aplikace v IT: vždy konečný počet

hodnot (kvantováńı).
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Deterministické a náhodné signály

Deterministické signály můžeme zapsat vztahem, rovnićı, nerovnost́ı. Pro každý čas t či n

v́ıme, jaké hodnoty signál nabude. Př́ıklad 1: obdélńıkový impuls se spojitým časem:

x(t) =







2 pro − 2 ≤ t ≤ 2

0 jinde

Př́ıklad 2: diskrétńı jednotkový impuls:

δ[n] =







1 pro n = 0

0 jinde
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Náhodné signály popsat rovnićı nemůžeme a pro čas t či n nikdy p̌resně nev́ıme, jaká

bude jejich hodnota. Můžeme je charakterizovat pouze pomoćı parametr̊u (nap̌r. sťredńı

hodnota, rozptyl). V́ıce v p̌rednáškách ke konci semestru.
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Transformace nezávislé proměnné – změny časové osy

Jak se změńı původńı signál s(t) či s[n], změńıme-li časovou osu?

Př́ıklady na signálu se spojitým časem:

Otočeńı časové osy: s(−t) – všechno je naopak.

7



Zpožděńı signálu: s(t − τ) pro kladné τ – signál se objev́ı později.

Předběhnut́ı signálu: s(t + τ) pro kladné τ – signál se objev́ı ďŕıve.
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Obráceńı časové osy s posunut́ım

Otočeńı se zpožděńım(!): s(−t + τ) pro kladné τ .

Otočeńı s p̌redběhnut́ım(!): s(−t − τ) pro kladné τ .

V p̌ŕıpadech s otočenou časovou osou maj́ı znaménka opačný význam.
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Kontrola:

• naj́ıt si na časové ose změněného signálu několik významných bodů.

• pro každý z nich si vyhodnotit časovou modifikaci.

• pod́ıvat se do původńıho signálu, zda to “sed́ı”.

Př́ıklad: Nejsme si jisti, zda jsme s(−t + 1) namalovali správně.

s(−t + 1) pro t = 0 má hodnotu 1. −0 + 1 = 1, původńı signál s(t) v čase 1 má také

hodnotu 1 ⇒ OK.

s(−t + 1) pro t = 2 má hodnotu 0. −2 + 1 = −1, původńı signál s(t) v čase -1 má také

hodnotu 0 ⇒ OK.
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Př́ıklady na signálu s diskrétńım časem – diskrétńı jednotkový skok:
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. . . Vyzkoušejte si kontrolu!
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Změna časového mě̌ŕıtka

Kontrakce času: s(mt) pro kladné m > 1 – čas běž́ı rychleji a všechno je kraťśı.

Dilatace času: s( t
m ) pro kladné m > 1 – čas běž́ı pomaleji a všechno je deľśı.

. . . vyzkoušejte si pomůcku i pro kontrakci/dilataci času!
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Energie a výkon

okamžitý výkon na rezistoru můžeme spoč́ıtat jako:

p(t) = u(t)i(t) = u2(t)/R = i2(t)R.

Napět́ı i proud zde vystupuj́ı ve druhé mocnině. Při zpracováńı signál̊u věťsinou žádné

rezistory nemáme (pokud by nám opravdu chyběl, můžeme si jej p̌redstavit, s odporem

1Ω), okamžitý výkon bude dán:

p(t) = |s(t)|2

Absolutńı hodnota neńı poťreba pro reálné signály, je ve vzorci pouze pro š́ılence pracuj́ıćı s

komplexńımi signály. Pro diskrétńı signály:

p[n] = |s[n]|2

Zaj́ımá-li nás energie a pr̊uměrný výkon signálu v intervalu [t1, t2]:

∫ t2

t1

p(t)dt =

∫ t2

t1

|s(t)|2dt
1

t2 − t1

∫ t2

t1

p(t)dt =
1

t2 − t1

∫ t2

t1

|s(t)|2dt
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podobně pro diskrétńı signály:

n2
∑

n1

p[n] =

n2
∑

n1

|s[n]|2 1

n2 − n1

n2
∑

n1

p[n] =
1

n2 − n1

n2
∑

n1

|s[n]|2

V mnoha p̌ŕıpadech nás bude zaj́ımat celková energie v celém rozmeźı čas̊u od −∞ do ∞:

E∞ = lim
T→∞

∫ T

−T

|s(t)|2dt =

∫ +∞

−∞

|s(t)|2dt E∞ = lim
N→∞

N
∑

−N

|s[n]|2 =

∞
∑

−∞

|s[n]|2

Podle hodnoty E∞ děĺıme signály na signály s konečnou energíı a signály s

nekonečnou energíı.

Podobně celkový sťredńı výkon:

P∞ = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|s(t)|2dt P∞ = lim
N→∞

1

2N + 1

N
∑

−N

|s[n]|2

Pokud je P∞ nenulový, je E∞ = ∞.
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Neperiodické a periodické signály

Pro neperiodické signály nemůžeme naj́ıt T nebo N takové, že:

s(t + T ) = s(t) spojitý čas (1)

s[n + N ] = s(n) diskrétńı čas, (2)

signály se v čase neopakuj́ı.

Pokud je T či N možné nalézt, hovǒŕıme o periodických signálech. Nap̌r.
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se opakuje po T = 20 s, ale také po T = 40 s, T = 60 s, atd. Nejmenš́ı hodnota T , pro

kterou rovnice 1 plat́ı, se nazývá základńı perioda T1.

Podobně pro diskrétńı signály:

Signál se opakuje po N = 3, ale také po N = 6, N = 9, atd. Nejmenš́ı hodnota N , pro

kterou rovnice 2 plat́ı, se nazývá základńı perioda N1.
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Harmonické signály

jsou nejjednodušeji definovanými periodickými signály a jsou chlebem a soĺı zpracováńı

signál̊u, proto jim muśıme věnovat náležitou pozornost.

s(t) = C1 cos(ω1t + φ1) (3)

Jaké je na tomto obrázku znaménko počátečńı fáze ???
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• C1 je kladná konstanta – amplituda (maximálńı hodnota).

• ω1 je kladná konstanta – úhlový nebo kruhový kmitočet [rad/s]. Ke skutečnému

kmitočtu f1 je vztažen: ω1 = 2πf1. Základńı perioda harmonického signálu

T1 = 1

f1

= 2π
ω1

.

• φ1 je počátečńı fáze [rad]. Hodnota signálu pro t = 0 je s(0) = C1 cos φ1.

Ve zpracováńı signál̊u pracujeme vždy s radiány! Nezapomeňte si p̌repnout

kalkulačky!

Hodnoty znač́ıme indexem 1, protože později budeme rozkládat obecné periodické signály

do harmonických a koeficienty budeme indexovat.
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Výkon periodických signál̊u

U obecných signál̊u jsme sťredńı výkon poč́ıtali:

P∞ = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|s(t)|2dt

V p̌ŕıpadě periodických lze integrovat pouze p̌res jednu základńı periodu a to jakkoliv:

Ps =
1

T1

∫ T1/2

−T1/2

|s(t)|2dt =
1

T1

∫ T1

0

|s(t)|2dt = . . .

Velmi použ́ıvaným údajem, který se odvozuje ze sťredńıho výkonu periodického signálu, je

efektivńı hodnota — velikost stejnosměrného signálu, který by dal na stejné zátěži

(kdybychom nějakou měli) , stejný sťredńı výkon:

Cef =
√

Ps.
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Jak je tomu u harmonického signálu (fázi neuvažujeme): s(t) = C1 cos(ω1t) ? Použ́ıváme

vzoreček cos2 α = 1+cos 2α
2

:

Ps =
1

T1

∫ T1

0

[C1 cos(ω1t)]
2dt =

1

T1

∫ T1

0

C1
2 1

2
(1 + cos 2ω1t)dt

Integrál cosinu je 0 (uvědomte si, že v libovolném množstv́ı period funkce cos jsou záporné

plochy vyváženy kladnými), takže zbývá:

Ps =
1

T1

∫ T1

0

C1
2 1

2
dt =

1

T1

C1
2

2
T1 =

C1
2

2

Z toho vyplývá známá poučka o efektivńı hodnotě harmonického signálu:

Cef =
√

Ps =
C1√

2
,

kterou už jste asi viděli. . . Pozor! Plat́ı opravdu pouze pro harmonický signál!
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Harmonické signály s diskrétńım časem

s[n] = C1 cos(ω1n + φ1) (4)

• C1 je kladná konstanta – amplituda.

• ω1 je kladná konstanta – úhlový nebo kruhový kmitočet. Jelikož je n bezrozměrné, je

zde jednotka ω1 pouze [rad].

• φ1 je počátečńı fáze [rad]. Hodnota signálu pro n = 0 je s[0] = C1 cos φ1.

Př́ıklad: s[n] = 5 cos(2πn/12), ω1 = π/6.

−20 −10 0 10 20
−5

0

5

n

s[n]

Se základńı periodou harmonické posloupnosti máme drobný problém. Neńı možné ji

vypoč́ıtat podobně jako u signálu se spojitým časem pomoćı: N1 = 2π
ω1

, protože by mohlo
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vyj́ıt necelé č́ıslo. N1 jako počet vzork̊u muśı být vždy celý. Muśıme naj́ıt takové N1, aby

platila podḿınka periodicity:

cos [ω1(n + N1)] = cos ω1n.

V́ıme, že základńı perioda funkce cos je 2π a že podḿınka bude splněna pouze pro rozd́ıl

argument̊u rovný celoč́ıselnému násobku 2π:

ω1(n + N1) − ω1n = ω1N1 = k2π,

kde k je celé č́ıslo takové, aby N1 bylo nejmenš́ı možné.

Př́ıklad 1: s[n] = 5 cos(2πn/12), ω1 = π/6.
π
6
N1 = k2π, řešeńı je jednoduché: k = 1, N1 = 12 (viz obrázek).

Srovnáńı – kdyby byl signál se spojitým časem, základńı perioda by byla: T1 = 2π
π/6

= 12.

Výsledek je stejný.

Př́ıklad 2: s[n] = cos(8πn/31), ω1 = 8π/31.
8π
31

N1 = k2π, k = 4

31
N1, 31k = 4N1. Řešeńım je: k = 4, N1 = 31.

Srovnáńı – kdyby byl signál se spojitým časem, základńı perioda by byla: T1 = 2π
8π/31

= 31

4
.

Výsledek je jiný — perioda je podstatně kraťśı, protože nemuśıme “čekat na celé č́ıslo”.
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Př́ıklad 3: s[n] = cos(n/6), ω1 = 1/6.
1

6
N1 = k2π, N1 = k12π. Řešeńı neexistuje, signál neńı periodický (ale vypadá tak) ,

Srovnáńı – kdyby byl signál se spojitým časem, základńı perioda by byla: T1 = 2π
1/6

= 12π.

Signál je samožrejmě periodický.
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Některé velmi zaj́ımavé a užitečné signály – diskrétńı

Jednotkový skok a jednotkový impuls:

σ[n] =







1 pro n ≥ 0

0 jinde
δ[n] =







1 pro n = 0

0 jinde
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Všimněme si, že jednotkový impuls vznikl diferencováńım jednotkového skoku:

δ[n] = σ[n] − σ[n − 1]

Posunutý jednotkový impuls δ[n − k]:
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Některé velmi zaj́ımavé a užitečné signály – spojitý čas

Jednotkový skok: σ(t) =







1 pro t ≥ 0

0 jinde

Jednotkový impuls se spojitým časem (Dirac̊uv impuls) nadefinujeme jako derivaci

jednotkového skoku podle času:

δ(t) =
dσ(t)

dt
.

Problémem je, že nev́ıme, jak derivovat funkci σ(t) pro t = 0 (nespojitost). Pomůžeme si

malým trikem:

δ∆(t) =
dσ∆(t)

dt
.
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σ∆(t) má mezi 0 a ∆ směrnici (a tedy i derivaci) 1

∆
. Všimněme si, že plocha obdélńıčku

ohraničeného funkćı δ∆(t) (tedy jej́ı integrál) je rovna 1. Pak budeme ∆ zmenšovat limitně

až k nule:

δ(t) = lim
∆→0

δ∆(t).

Plocha jednotkového impulsu je tedy stále jedna, i když jeho hodnota pro t = 0 vzroste na

∞:
∫ +∞

−∞

δ(t)dt = 1.
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Tuto plochu nazýváme mocnost a jednotkový impuls ji změńı, pokud jej něč́ım

vynásob́ıme:

Jednotkové impulsy maj́ı tzv. vzorkovaćı schopnost, ale o té až p̌ŕı̌stě :-)
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