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• Poučky o spektrech

• Energie a Parseval̊uv teorém.
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Důvody k zavedeńı FT:

• Chceme popsat v kmitočtové oblasti i jiné signály než signály periodické.

• I tyto jiné signály budeme vyjaďrovat součtem harmonických složek, protože máme

harmonické složky rádi (reakce systému na ejωt se dob̌re poč́ıtá, atd.). Bude obt́ıžněǰśı

si to p̌redstavit, protože složek bude nekonečně mnoho a budou nekonečně malé. . . .
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Přechod od FŘ k FT

Koeficienty FŘ:

ck =
1

T1

∫ +
T1

2

−
T1

2

x(t)e−jkω1tdt.

Nyńı budeme T1 “roztahovat až do nekonečna”:

T1 → ∞, ω1 =
2π

T1
→ dω, kω1 → ω

ck → dc,
1

T1
→

dω

2π
,

dosad́ıme do rovnice pro výpočet koeficient̊u a dostaneme:

dc =
dω

2π

∫ +∞

−∞

x(t)e−jωtdt.

2π dc
dω

můžeme volně nazvat “nekonečně malý p̌ŕır̊ustek koeficientu na nekonečně malém

p̌ŕır̊ustku kruhové frekvence krát dvě ṕı”. . . Raději zavedeme pojem spektrálńı funkce

X(jω):
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X(jω) =

∫ +∞

−∞

x(t)e−jωtdt,

a funkci X(jω) nazveme Fourier̊uv obraz nebo jen obraz signálu x(t). Podobně jako

koeficient̊um FŘ ř́ıkáme i spektrálńı funkci X(jω) zkráceně spektrum. Fourierovu

transformaci znač́ıme někdy F : x(t)
F
→ X(jω).
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Základńı vlastnosti spektrálńı funkce

Pokud obraz existuje, má vlastnost:

X(jω) = X⋆(−jω)

což plyne z:

X(jω) =

∫ +∞

−∞

x(t) cos(ωt)dt − j

∫ +∞

−∞

x(t) sin(ωt)dt.

Daľśı vlastnost́ı spektrálńı funkce jsou zvláštńı p̌ŕıpady:

x(t) = x(−t) ⇒ X(jω) = ℜ{X(jω)}

sudý signál má tedy pouze reálné spektrum.

x(t) = −x(−t) ⇒ X(jω) = jℑ{X(jω)}

lichý signál má pouze imaginárńı spektrum.
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Zpětná Fourierova transformace

Vyjdeme ze “syntézy signálu z koeficient̊u FŘ”:

s(t) =

+∞∑

k=−∞

ckejkω1t =
1

2π

+∞∑

k=−∞

2π
ck

ω1
ejkω1tω1.

A opět p̌rechodem T1 → ∞ dostáváme:

x(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

X(jω)e+jωtdω.
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Konvergence FT

Pokud nám nebude vadit, že spektrálńı funkce bude obsahovat jednotkové impulsy, stač́ı

pro konvergenci FT následuj́ıćı podḿınky:

• signál muśı být omezen konstantou M < ∞:

|x(t)| < M

jeho energie nemuśı být tedy konečná. Dokážeme spoč́ıtat i FT stejnosměrného signálu

či periodických signál̊u!

• signál může obsahovat jednotkové impulsy – r̊uzně posunuté a s r̊uznou mocnost́ı.

Tato vlastnost se nám bude velice hodit p̌ri vzorkováńı, kde budeme hledat spektrum

periodického sledu jednotkových impuls̊u.
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SPEKTRÁLNÍ FUNKCE DŮLEŽITÝCH SIGNÁLŮ

Jednotkový impuls

O jednotkovém impulsu jsme si již pov́ıdali na prvńı p̌rednášce, ale v rychlosti: můžeme si

jej p̌redstavit jako funkci δ∆(t) = dσ∆(t)
dt

, u které ∆ stlačujeme do 0:

Jednotkový impuls má tzv. “vzorkovaćı schopnost” – vyhovuje vztahu:

∫ +∞

−∞

x(t)δ(t − τ)dt = x(τ)

10



Proč ? Pokud vynásob́ıme δ∆(t − τ) signál x(t) a integrujeme, výsledkem je plocha

obdélńıčku o rozměrech ∆ 1
∆x(τ) = x(τ). Pokud je ∆ dostatečně krátké, můžeme tam

signál pokládat za konstantu. Toto plat́ı i pro ∆ → 0.

∫ +∞

∞

x(t)δ∆(t−τ)dt =

∫ τ+∆

τ

x(t)δ∆(t−τ)dt ≈

∫ τ+∆

τ

x(τ)δ∆(t−τ)dt = ∆
1

∆
x(τ) = x(τ)
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Spektrálńı funkce jednotkového impulsu

X(jω) =

∫ +∞

−∞

δ(t − τ)e−jωtdt = e−jωτ
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Stejnosměrný signál

X(jω) = 2πAδ(ω)

Dokážeme pomoćı zpětné FT:

x(t) =
1

2π
2πA

∫ +∞

−∞

δ(ω)ejωtdω = A.
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Periodický signál zapsaný pomoćı FŘ

x(t) =

+∞∑

k=−∞

ckejkω1t

Pod́ıvejme se nejprve, jak bude vypadat signál, jehož spektrálńı funkce je

X(jω) = 2πδ(ω − ω0)

x(t) =
1

2π
2π

∫ +∞

−∞

δ(ω − ω0)e
jωtdω = . . .

po změně proměnných:

x(t) =

∫ +∞

−∞

δ(r)ej(r+ω0)tdr = ejω0t

∫ +∞

−∞

δ(r)ejrtdr = ejω0t

Je to komplexńı exponenciála krout́ıćı se na frekvenci ω0. Pro FT periodického signálu

zapsaného pomoćı FŘ můžeme tedy psát:

X(jω) =

+∞∑

k=−∞

2πckδ(ω − kω1).
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Př́ıklad pro harmonický signál x(t) = C1 cos(ω1t + φ1) = c−1e
−jω1t + c1e

jω1t
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Obdélńıkový impuls s využit́ım ŠP:
∫ b

−b
e±jxydy = 2b sinc(bx). Dosad́ıme

b = ϑ
2 , y = t, x = ω, obdrž́ıme:

X(jω) = D

∫ + ϑ

2

−
ϑ

2

e−jωtdt = D2
ϑ

2
sinc

(
ϑ

2
ω

)

= Dϑsinc

(
ϑ

2
ω

)

−υ/2 υ/2 t

D

x(t)

−π
0 ω

π

D

−2π/υ 0 2π/υ 4π/υ 6π/υ

υ
ω

ω

|X(j  )|

ωarg X(j   )
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Zpětný obraz obdélńıkové spektrálńı funkce

H

0−ω ω ω

ω

c c

X(j  )

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

X(jω)e+jωtdω =
1

2π

∫ ωc

−ωc

He+jωtdω =
H

2π

∫ ωc

−ωc

e+jωtdω =

=
H

2π
2ωcsinc(ωct) =

Hωc

π
sinc(ωct)

jaká je maximálńı hodnota signálu ? body, kde signál prot́ıná časovou osu ?
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Poučky o spektrech aperiodických signál̊u

x(t) X(jω)

linearita axa(t) + bxb(t) aXa(jω) + bXb(jω)

posunut́ı v čase x(t − τ) X(jω)e−jωτ

změna časového mě̌ŕıtka s(mt) m > 0
1

m
X

( ω

m

)

konvoluce x1(t) ⋆ x2(t) =

∫ ∞

−∞

x1(τ)x2(t − τ)dτ X1(jω)X2(jω)
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Posunut́ı

podobně jako u FŘ se bude měnit pouze argument spektrálńı funkce a to o −ωτ . Př́ıklad:

t

s(t)

-2 2

arg S(  )ω

0

−π/2

ω −π/2  π/2   π

π/2

−π

π
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zpožděńı o 1 s: X(jω) násobena funkćı e−jω, od argumentu se tedy bude odeč́ıtat ω:

t

s(t)

1 3

arg S(  )ω

0

π/2

−π/2

ω −π/2  π/2   π

π

−π
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p̌redběhnut́ı o 1 s: X(jω) násobena funkćı ejω, k argumentu se tedy bude p̌rič́ıtat ω:

t

s(t)

1-3

arg S(  )ω

0

π/2

−π/2

ω−π/2  π/2    π

π

−π
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Př́ıklad změny časového mě̌ŕıtka

t

s(t)
D

1-1

S(  )ω

ωπ

2D

0

t
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D

-3 3

S(  )ω

ωπ0
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Poučka o spektru konvoluce

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞

x1(τ)x2(t − τ)dτ

]

e−jωtdt =

∫ ∞

−∞

x1(τ)

[∫ ∞

−∞

x2(t − τ)e−jωtdt

]

dτ =

=

∫ ∞

−∞

x1(τ)
[
X2(jω)e−jωτ

]
dτ = X2(jω)

∫ ∞

−∞

x1(τ)e−jωτdτ = X1(ω)X2(ω)
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Př́ıklad spektra konvoluce

t

s1(t)

1-1

0,8

ω0

ωS1(  )

1,6

π

t

s2(t)

1-1

0,6

ω0

ω

π

S2(  )

1,2

t

y(t)
0,96

-2 2 ω0 π

1,92
ω Y(  )
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Parseval̊uv teorém - celková energie signálu pomoćı spektrálńı funkce

∫ ∞

−∞

x2(t)dt =

∫ ∞

−∞

x(t)

[
1

2π

∫ ∞

−∞

X(jω)ejωtdω

]

dt =

=
1

2π

∫ ∞

−∞

X(jω)

[∫ ∞

−∞

x(t)ejωtdt

]

︸ ︷︷ ︸

X(−jω)

dω =
1

2π

∫ ∞

−∞

X(jω)X(−jω)dω =

∫ ∞

−∞

Ld(ω)dω

Ld(ω) nazýváme (dvoustranná) spektrálńı hustota energie

Ld(ω) =
|X(jω)|2

2π
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