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• LTI systémy – opakováńı.

• kmitočtová charakteristika H(jω).

• pr̊uchod signál̊u systémem s H(jω).

• Laplaceova transformace.

• Stabilita a vztah LT s H(jω).
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LTI systémy – opakováńı

• jsou lineárńı: ax1(t) + bx2(t) −→ ay1(t) + by2(t) – tato vlastnost bude užitečná,

protože neustále rozkládáme signály na komplexńı exponenciály.

• časově invariantńı: vlastnosti systému se neměńı s časem.

• LTI systémy popisujeme impulsńı odezvou: vybud́ıme δ(t), systém odpov́ı h(t). Jak

vypadá h(t) pro kauzálńı systémy ?

• reakci na libovolný vstup x(t) źıskáme pomoćı konvoluce:

y(t) = x(t) ⋆ h(t) =

∫ +∞

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ

nebo naopak protože konvoluce je komutativńı. Pro kauzálńı impulsńı odezvu:

y(t) =

∫ t

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ
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Reakce systému na vstup est,

kde s je libovolné komplexńı č́ıslo:

y(t) = H(s)est, kde H(s) =

∫ +∞

−∞

h(t)e−stdt.

Stejný signál násobený komplexńım č́ıslem H(s). Nejv́ıce nás zaj́ımá s = jω, vstupem je

pak starý známý signál ejωt. Pak y(t) = H(jω)ejωt, kde

H(jω) =

∫ +∞

−∞

h(t)e−jωtdt.

Č́ıslem H(jω) bude změněna komplexńı exponenciála krout́ıćı se na kruhové frekvenci ω.

Č́ıslo nazýváme p̌renos nebo činitel p̌renosu. Hodnotu H(jω) můžeme nalézt pro

libovolné ω, celou funkci H(jω) nazveme (komplexńı) frekvenčńı charakteristika. Co

o ńı můžeme ř́ıci ? Je to Fourierova transformace impulsńı odezvy: H(jω) = F{h(t)}.

Jelikož h(t) ∈ ℜ, má H(jω) některé obvyklé vlastnosti:

H(jω) = H⋆(−jω).
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Př́ıklad: H(jω) filtru typu dolńı propust’ (DP):
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Pr̊uchod signál̊u systémem s H(jω)

Komplexńı exponenciála x(t) = c1e
jω1t.

Najdeme hodnotu H(jω1), rozděĺıme na modul a argument:

y(t) = H(jω1)c1e
jω1t = |H(jω1)||c1|e

j(arg c1+arg H(jω1))ejω1t.

⇒ změńı se jen modul a argument koeficientu c1, tj. “tloušt’ka a p̌redtočeńı” komplexńı

exponenciály. Perioda z̊ustává stejná.

Kosinusovka x(t) = C1 cos(ω1t + φ1).

Uḿıme rozložit na x(t) = C1

2 ejφ1ejω1t + C1

2 e−jφ1e−jω1t. Pracujeme s lineárńım

systémem, takže exponenciály se mohou zpracovat samostatně, poté opět složit:

y(t) = H(jω1)
C1

2
ejφ1ejω1t + H(−jω1)

C1

2
e−jφ1e−jω1t.

V́ıme, že H(jω1) a H(−jω1) jsou komplexně sdružeńı kamarádi, takže

|H(jω1)| = |H(−jω1)| a arg H(jω1) = − arg H(−jω1):
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y(t) = |H(jω1)|
C1

2 ejφ1+j arg H(jω1)ejω1t + |H(jω1)|
C1

2 e−jφ1−j arg H(jω1)e−jω1t =

= |H(jω1)|C1 cos [ω1t + φ1 + arg H(jω1)] .

⇒ kosinusovka bude jinak velká a s jinou fáźı!

Př́ıklad: Ideálńı Hi-Fi zesilovač zesiluje od 0 do 20 kHz, pak už skoro v̊ubec:

|H(jω)| =







100 pro 0 ≤ |ω| ≤ 40000π

1 pro |ω| > 40000π
arg H(jω) = −

ω

100000
.

Jak bude reagovat na kosinusovky o velikosti 1 V na frekvenćıch f1 = 1 kHz a

f2 = 30 kHz ?

x1(t) = cos(2000πt), ω1 = 2000π, H(jω1) = 100e−j0.02π

y1(t) = 100 cos(2000πt − 0.02π).

x2(t) = cos(60000πt), ω2 = 60000π, H(jω1) = 1e−j0.6π

y1(t) = 1 cos(60000πt − 0.6π).
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Libovolný periodický signál uḿıme rozložit na FŘ:

x(t) =

+∞
∑

k=−∞

ckejkω1t

H(jω) ovlivńı každý koeficient podle toho, na které frekvenci “lež́ı”:

y(t) =
+∞
∑

k=−∞

H(jkω1)ckejkω1t,

takže opět neděláme nic jiného, než že násob́ıme koeficienty FŘ. Proč je to zaj́ımavé ?

Výpočet koeficient̊u FŘ, násobeńı a zpětná syntéza mohou být podstatně rychleǰśı než

konvoluce !

Př́ıklad: Směs signál̊u z minulého p̌ŕıkladu:

x(t) = cos(2000πt) + cos(60000πt) = c1e
jω1t + c−1e

−jω1t + c30e
j30ω1t + c−30e

−j30ω1t,

kde c1 = c−1 = c30 = c−30 = 1
2 . Po pr̊uchodu zesilovačem jsou nové koeficienty:

c1,y = 1
2100e−j0.02π, c−1,y = 1

2100ej0.02π, c30,y = 1
21e−j0.6π, c−30,y = 1

21ej0.6π.

y(t) = 100 cos(2000πt − 0.02π) + 1 cos(60000πt − 0.6π).
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Pr̊uchod obecného signálu se spojitým časem systémem s H(jω)

Obecný signál jsme rozložili do nekonečného počtu nekonečně malých exponenciál pomoćı

FT:

X(jω) =

∫ +∞

−∞

x(t)e−jωtdt

kde X(jω) je spektrálńı funkce. Ta byla ovšem definována jako:

X(jω) = 2π
dcx

dω
.

Podobně to můžeme udělat i pro výstupńı signál:

Y (jω) = 2π
dcy

dω
.

Vybereme nějakou ω1, na které “sed́ı” nekonečně malé koeficienty dcx,1 a dcy,1. Ty jsou

svázány podobně jako koeficienty FŘ:

dcy,1 = H(jω1)dcx,1.
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Pak ale také plat́ı:

Y (jω1)
dω

2π
= H(jω1)X(jω1)

dω

2π
.

Ale to plat́ı pro všechny možné ω1, takže:

Y (jω) = H(jω)X(jω)

Dá se dokázat i pomoćı:

Y (jω) = F{y(t)} =

∫ +∞

−∞

[
∫ +∞

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ

]

dt = . . . sami !!!

Př́ıklad: Do našeho Hi-Fi zesilovače (zjednodušeńı: od 20 kHz nahoru neprojde nic) vešel

obdélńıkový impuls o š́ı̌rce ϑ = 1 µs, výšce D = 1 V. Jaký je výstup y(t) ?

Výstup urč́ıme jako:

x(t)
F
−→ X(jω) Y (jω) = H(jω)X(jω) Y (jω)

F
−1

−→ y(t).
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Př́ımá FT: X(jω) = Dϑsinc
(

ϑ
2 ω

)

= 1 × 1 × 10−6sinc(0.5 × 10−6ω), funkce se poprvé

dotkne osy ω pro ϑ
2 ωa = π, ωa = π

0.5×10−6 = 2Mπ.
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Tato funkce je násobena H(jω), která je ovšem mnohem užš́ı:

Výsledkem je obdélńık s lineárńı fáźı. Je poťreba ještě provést zpětnou Fourierovu

transformaci.
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Představme si nejprve, že fáze obdélńıka je nulová (“bf”–bez fáze). Signál s obdélńıkovým

spektrem je:

ybf (t) =
1

2π

∫ ωc

−ωc

He+jωt =
Hωc

π
sinc(ωct) = 1 × 10−4 40000π

π
sinc(40000πt) =

= 4sinc(40000πt).

Kde je prvńı pr̊uchod tohoto signálu nulou: 40000πt = π, t = 1
40000 = 25 µs.

Fáze ovšem nulová neńı, je lineárńı: φ = − ω
100000 . . . co nám to p̌ripoḿıná ? Posunut́ı

signálu v čase !

y(t) = ybf (t − τ) −→ Y (jω) = Ybf (jω)e−jωτ ,

takže τ = 1
100000 = 10 µs.
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Vid́ıme, že:

• krátký signál na výstupu už neńı krátký, roztáhl se nejméně 50 ×.

• filtr typu DP žrejmě nemá rád krátké ostré signály.

• Impulsová odezva ideálńı dolńı propusti bude žrejmě funkce sinc.

• je opravdu možné, aby signál y(t) zač́ınal p̌red časem, kdy začal x(t) (−0.5 µs) ?
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Ideálńı p̌renosový článek

y(t) = a x(t − τ), Y (ω) = a X(ω)e−jωτ H(jω) = ae−jωτ

a

0

0

ω

ω

ω

ω
−ωτ

|H(j  )|

arg H(j  )
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Derivačńı článek

y(t) =
dx(t)

dt
. Přivedeme-li na vstup x(t) = ejωt, výstupem je y(t) =

dejωt

dt
= ejωtjω

H(jω) = jω.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

viděli jsme, že reakce LTI systému na komplexńı exponenciálu tvaru est, kde s je komplexńı

č́ıslo, byla:

y(t) = estH(s), kde H(s) =

∫ +∞

−∞

h(τ)e−sτdτ.

Zat́ım nás zaj́ımal jen p̌ŕıpad s = jω, ted’ nás bude zaj́ımat celá komplexńı rovina “s”.

Laplaceova transformace:

X(s) =

∫ +∞

−∞

x(t)e−stdt,

kde s = σ + jω je komplexńı proměnná. X(s) je komplexńı funkce nad komplexńı rovinou,

nazýváme ji obraz. Znač́ıme L, x(t)
L

−→ X(s). Všimněme si, že jdeme-li v rovině “s” po

ℑ-ose, dostaneme FT:

X(s)|s=jω = F{x(t)}.

K čemu nám LT bude ? Nebudeme transformovat signály, ale budeme se zaj́ımat o chováńı

a stabilitu systémů popsaných diferenciálńımi rovnicemi (a to jsou všechny LTI :-).

Přeskoč́ıme konvergenci, zpětnou LT, atd !
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Základńı vlastnosti LT

• konvoluce signál̊u v čase: x1(t) ⋆ x2(t) −→ X1(s)X2(s)

Budou se nám dob̌re popisovat systémy, protože konvoluce p̌rejde na součin:

x(t) −→ X(s), h(t) −→ H(s)

y(t) = x(t) ⋆ h(t) −→ Y (s) = X(s)H(s).

H(s) budeme nazývat p̌renosová nebo systémová funkce.

• derivace
dx(t)

dt
−→ sX(s). Tato vlastnost se nám bude velmi hodit p̌ri popisu

systémů.
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Systémy popsané diferenciálńımi rovnicemi

N
∑

k=0

ak

dky(t)

dtk
=

M
∑

k=0

bk

dkx(t)

dtk

Zaj́ımá nás p̌renosová funkce – ta nám řekne, jak reaguje výstup na vstup:
(

N
∑

k=0

aksk

)

Y (s) =

(

M
∑

k=0

bksk

)

X(s),

a sumy můžeme podělit:

H(s) =

M
∑

k=0

bksk

N
∑

k=0

aksk

,

což je tzv. racionálńı nebo lomená funkce. Z ńı můžeme p̌ŕımo p̌rej́ıt ke kmitočtové

charakteristice:

H(jω) = H(s)|s=jω
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V čitateli i jmenovateli H(s) jsou polynomy. Základńı vyjáďreńı je pomoćı koeficient̊u, ale

můžeme je také vyjáďrit pomoćı kǒren̊u:

H(s) =
bM

aN

M
∏

k=1

(s − nk)

N
∏

k=1

(s − pk)

.

Kǒreny jsou hodnoty s, pro které je polynom roven 0. Kǒreny čitatele nk “stahuj́ı”

hodnotu zlomku do 0, nazýváme nulové body nebo nuly. Kǒreny jmenovatele pk

“vytlačuj́ı” hodnotu zlomku do ∞, nazýváme je póly.
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Př́ıklad: H(s) = s2+3s+2
s2+0.16 = (s+2)(s+1)

(s+j0.4)(s−j0.4)

n1 = −2, n2 = −1, p1 = −j0.4, p2 = +j0.4

Z poloh nul a pól̊u se dá také graficky zjistit, jak vypadá H(jω).

22



Stabilita

Kauzálńı systém je stabilńı, pokud všechny póly lež́ı v levé polorovině komplexńı

roviny, tedy ℜ{pk} < 0.
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Př́ıklad: z p̌rednášky o základech systémů: Jak se bude chovat napět́ı na kondenzátoru

y(t) v závislosti na napět́ı zdroje x(t) ?

i(t) = x(t)−y(t)
R

proud kondenzátorem: i(t) = C
dy(t)

dt

dohromady: RC
dy(t)

dt
+ y(t) = x(t)

τ = RC je tzv. časová konstanta systému. Koeficienty diferenciálńı rovnice jsou:

a1 = τ, a0 = 1, b0 = 1.
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Nuly p̌renosová funkce nemá, ale má jeden pól pro (sτ + 1) = 0, tedy p1 = − 1
τ
.

⇒ z toho plyne, že systém je stabilńı.

Kresĺıme-li kmitočtovou charakteristiku, pohybujeme bodem s = jω po ℑ-ose. Nulo-pólový

zápis:

H(jω) =
bM

aN

M
∏

k=1

(jω − nk)

N
∏

k=1

(jω − pk)

.

Pro dané jω je každá závorka komplexńım č́ıslem, které si můžeme p̌redstavit jako vektor.
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Abychom dostali hodnotu kmitočtové charakteristiky pro frekvenci ω,

• moduly všech č́ısel z čitatele násob́ıme. Argumenty p̌rič́ıtáme.

• moduly všech č́ısel ze jmenovatele děĺıme. Argumenty odeč́ıtáme.

Zpět k p̌ŕıkladu: H(s) = 1
τ

1
s−(− 1

τ
)
.

• zač́ınáme pro jω = 0: |H(0)| = 1, arg H(0) = 0.

• zvyšujeme ω: |s − (− 1
τ
)| se prodlužuje, ale je ve jmenovateli. Proto se zlomek

zmenšuje. Úhel se zvěťsuje, ale do výsledku se bere se záporným znaménkem.

• konč́ıme pro jω = ∞: |H(j∞)| = 0, arg H(0) = −π
2 (vektor jde kolmo nahoru).
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Př́ıklad: R = 1 kΩ, C = 1 µF, τ = RC = 1 ms.

10
2

10
3

10
4

−25

−20

−15

−10

−5

0

omega [rad/s]

20
lo

g|
H|

10
2

10
3

10
4

−1.5

−1

−0.5

0

omega [rad/s]

ar
g(

H)

27


