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Opakovani - Skalarni soucin




Linearni klasifikator
y(x) = wix + w,

Vyber tfidu C; pokud y(x) > 0 a jinak vyber tfidu C,

Zobecnény linearni klasifikator

y(x) = f(WwTx + wy)

kde f se nazyva aktivacni funkce



Linearni klasifikator

y(x) = wix+w,




Perceptron

Jednoduchy linearni klasifikator s aktivaéni funkci:

L +1, a=0
fla) = { —1, a<0

Samotna aktivacni funkce v tomto pfipadé nic nezméni —
rozhodovani na zakladé y(x) > 0 by vedlo ke stejnému vysledku —
ale pro ucici se algoritmus bude vyhodné definovat si poZadovany
vystup jako:

te{—1,+1}

Pro dalSi zjednoduseni predpokladejme, ze w, je “nulty” koeficient
vektoru w a odpovidajici vstup x, je vzdy 1. Muzeme tedy psat

pouze:
y(x) = f(wTx)



Perceptron — ucici algoritmus

» Cyklicky prochazej jednotlive trénovaci vzory x, a vzdy
kdyz naraziS na spatné klasifikovany vzor kde

Y(Xn) * Uy
zmeén vektor w takto:
1 _
witt =w? +x,t,

« Lze dokazat, ze pokud jsou data linearne separovatelna,
tak, algoritmus vzdy nalezne reSeni — konverguije.
V opacném pripade, ale nikdy nekonverguje






Perceptron

Ale ktere feSeni je to spravné? « Algoritmus konverguje v méne
M ’ ’ vrs s > 2 {

Reseni, které poskytne ugici nez (R/D)- krocich

algoritmus perceptronu zalezi

na inicializaci — pocate¢nim w
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Opakovani - MAP klasifikator

« Meme 2 tridy C; a C,
— Pro dany priznak x vyber tfidu C s vetsi posteriorni
pravdépodobnosti p(C|x)

— Vyber C; pouze pokud:
P(C1]x) > P(C3|x)

p(x[C1)P(Cy) > p(x|C2)P(Cy)

_pex) _px)

Inp(x|C;) + InP(Cy) > Inp(x|C,) + InP(C,)

lnP(X C1) I P(Cy)

P XIC) T Py




Pravdepodobnostni generativni model
* Modelujme rozlozeni trid gaussovskym rozlozenim:
1 1 1

(x = )2 (x - )]

 Pokud nas model omezime tak, ze kazda trida ma svou
stredni u; hodnotu, ale kovariancni matice X je spoleCha
pro obé tfidy, tak muzeme psat:
p(x[C7) P(Cy) T

Yo =In ey Yy =W

X+W0

kde
w =X (u; — uy) ()
1 1 P(C
_ _ _—yTy-1 = Ty-1 1
Wy = Zulz u1+2u22 MZ-HHP(CZ)
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Maximum likelihood odhad parametru

* Hledame parametry modelu

{[11, -, Z} = arg max 1_[ N(Xn; Kt ) Z)
n1.p2,2}
kde t, je trida, do ktere patfi vzor x,, a u;_je stredni
hodnota této tridy
. Resenim jsou :
— stredni hodnoty pi;, spocitaneé z dat jednotlivych trid

— kovarianCni matice X, ktera je vahovanym prumeérem
kovariancnich matic X, spocCtenych z dat jednotlivych trid

1
uk=N—k z Xn =N, Z (Xp — fi) Xy — )T

n:t,=k n:t,=k

N
.1 - 1 ~
Y= N Nka = NZ(Xn - ﬁtn)(xn _ Mtn)T
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4 2 0 2 4 6 3
V pfipadé kdy ovSem naSe data nerespektuji predpoklad gaussovskych

rozlozeni a sdilené kovarian¢ni matice. Klasifikator muze selhat — fialova
rozhodovaci linie

LepSi vysledky dostaneme s diskriminativné natrénovanym klasifikatorem,
ktery bude vysvétlen pozdéji — zelena rozhodovaci linie



Snhazime se data
promitnout do takového
smeéru, kde
— Maximalizujeme _
vzdalenost mezi strednimi
hodnotami tfid
— Minimalizujeme
pramérnou varianci tfid

Maximalizujeme tedy

1

My = W 1mj

o (mo —my)?
JW)="—"%">
57 -+ 55

W X Sﬁ,-l(mg —my).

_._1_ L

0

[
T

Opakovani LDA

neC,

— Z [ffr: — HH{JE

§]

=

Pro dveé tridy je w totozné s tim které jsme obdrzeli pro nas

generativni klasifikator.

Generativni klasifikator ovsem zvoli i prah w,




Generativni model a zobecneny
linearni klasifikator

Nyni pouzijme zobecnény linearni klasifikator
y(x) = o(wTx + wy)

p(x|Cy) +1nP(Cl)
p(x|Cy) P(Cy)

kde stale plati, ze ~ w'x+w, =1In

a kde aktivacni funkce je —
logisticka sigmoida 8

- d(a)

1
2
1+e @ o0)

—35 00 2
—a

o(a) =

Potom Ize hodnotu tohoto zobecnéného linearniho
klasifikatoru pfimo interpretovat jako posteriorni

pravdépodobnost tfidy C, p(C11%) = o(WTx + wp)



Jiné generativni linearni klasifikatory

Linearni klasifikator dostaneme nejen pro gaussovskeé rozlozeni, ale
pro celou tridu rozlozeni s exponencialni rodiny, které Ize zapsat v
nasledujici formé:

| 1 1 o L.
p(x| Ak, s) = —h (—X) g(Ar) exp {—)\ix}
S S

S

kde vektor A, ma kazda tfida svij vlastni, zatim co parametr s je
sdileny vsemi tridami



Problém s vice tridami

» Klasifikace
— jeden proti vSem
— Kazdy s kazdym




Linearni klasifikator — vice trid
Nejlepe je mit jednu linearni funkci pro kazdou tridu k

yk(X) = Wi X + Wiy
Vyber tridu s nejvetsim y,(x)
Rozhodovaci linie je opét linearni dana
ye(X) = y;(x)

L aLD ad N’

(W — W )IX + (wro — '*’-i"jn) =0

Pro dve tridy reseni degraduje k tomu co uz jsme videli



Gaussovsky linearni klasifikator pro vice trid

* Opét modelujme rozlozeni tfid gaussovskym rozlozenim:
D 1 1
Inp(x|Cy) = —iln(Zn) — §1n|2| —3 (x — ) 27 (x — py)

« Pokud nas model omezime tak, ze kazda trida ma svou stredni u;
hodnotu, ale kovariancni matice X je spoleCna pro obe tridy, tak
muUzeme psat:

P(x,Cy) exp(ay + const(x)) exp(ay) funkce
P(Cy|x) = = = softmax
2p(x,C) Y, exp(a; + const(x)) X, exp(a;)
Inp(x, Cy, ) = ay + const(x) Konstanta, ktera
T nezalezi na tfidé.

ap, =X wk+Wk0

_ Vykratila by se ve
we =27y 4 Y

funkci softmax a

1 ‘e ,
Wko = ——MEZ‘luk + In P(Cy,) ted)oljl nevaJIS|me
2 vubec pocitat



Odvozeni

Inp(x, Cy,)
= Inp(xX|Cy) + Inp(Cy)

D 1 1
= == In2m) = SIn|Z| = 2 (x = ) "ETH (x = ) + Inp(Cie)

2
D 1 1 Twe—1 Te-—1 1 Ty—1
= —511’1(27'[)—5111&:' —EX YxX+x'X ﬂk—zﬂk ) ﬂk"’lnp(ck)

= const(x) + x'wy, + wyo = ai + const(x)
kde si uvedomime, Ze const(x) zavisi na x, ale nezavisi na tride k,

X' E 7y = "2

a tedy

1 1
EXTZ‘luk + EukTZ‘lx =x'z7 1y,



Softmax funkce

Vstupem softmax
funkce je vektor

exp(ag)
softmax, (a) = = P(Cy|x)
c(@) 2. exp(a;) :
k-ty element
vystupu funkce
(a1 rexp(ay)
softmax| | 2| | = ! exp(a,)
' 2. exp(a;) 5
%d lexp(ag )

Funkce vraci
vektor hodnot

v : Prevede vector logaritmu nenormalizovanych
(pravdépodobnosti) g y

pravdépodobnosti trid na pravdepodobnosti trid

log P(Cy|x) + const] log P(x, C1)] P(C{]x)7

log P(C,|x) + const log P(x,C,) P(C,|x)

softmax = softmax

log P(Cy|x) + const. log P(x, Ck ) |P(Ck|x).



Gaussovsky linearni klasifikator pro vice trid |l
P(x,C,)  exp(ap+const(x))  exp(ay)
20 Cp) - Y. exp(a; + const(x)) B 2 exp(a;)

Inp(x,Cy ) = a; + const(x)
ap = ng + Wrko
we = X7y

P(Ci|x) =

1
Wko = —EuEE‘luk +In P(Cy)

Pravdépodobnosti vSech tfid muzeme tedy efektivné vypocitat jako

P(C1%)] a1

a
P(C:Z X) — softmax :2 = softmax(a) = softmax(Wx + w,)
P(Cy|x)] |k |

kde w} jsou fadky matice W a wy,, jsou koeficienty vektoru wy.

W = [Wl,WZ, ...,WK]T W() — [W10; WZO; "'JWkO]T



Linearni logisticka regrese pro vice trid

_P(Cl X)_ (A1 ]

a
P (C:Z X)| - softmax 52 = softmax(a) = softmax(Wx)
|P(Ck|x)] d

kde opét predpokladame x, = 1 a nemusime tedy explicitné zavadeéet w,,.
Nyni budeme parametry W odhadovat tak, abychom primo maximalizovali
pravdépodobnost anotaci t = [ t4, t, ..., ty] T, tedy

exp(We, Xp)

T
{{:1 exp(w; Xp)

P(t|X) = HP(tnlxn) — l_[softmaxtn(Wxn) -

n n
kde w;. je k-ty Fadek matice W a t,, je index tfidy n-tého trénovaciho vzoru.

Vsiméme si , ze maximalizujeme stejnou onjektivni funkci jako pro pfi
odhadu maximalné vérohodnych parametra diskrétniho rozlozeni, jen je ted
pravdepodobnost tfidy podminéna pozorovanim x.



Linearni logisticka regrese — II.
« Misto maximlizovani

exp(W¢, Xp)

T

P(t|X) = HP(tnlxn) - 1_[ softmax,, (Wx,) =

n
lide ve strojovém ucCeni casto mluvi o minimalizovani ekvivalenti chybové
funkce znamé jako krizova entropie (cross-entropy)

exp(W¢ Xp)

N N
E(w) = —InP([X) = — z InP(t,|x,) = — Z In
n=1 n=1

« Hledame minimum této funkce, takze derivujeme abychom dostali gradient

N

B exp(xnw;) - .
P, ECW) = ) et~ O =) %o

n=1

a hledame takovéw; (pro vSechna j) pro které ijE(W) =0



Linearni logisticka regrese — lll.

Gradient muzueme pocitat pro kazdy radek matice W zvlast

N
ang‘lN) N ; (SOftman(WXn) —6(t, = ])) Xn

Vi E(W) =
]

Nebo muzeme rovnou pofitat derivaci E(W) podle celé matice W
JE(W)
oW

Z (softmax(Wx,) — onehot(t,,))xf = (Y — T) XT

n=1

e §(i=j)=1pokudi=jajinakjeO

« onehot(k) je vektor nul a pouze k -ty element je 1

« X = [xq,X,,..,Xy] je matice trénovacich vzoru (ve sloupcich)

« T =|[ty,t,,..,ty] kde sloupce t; = onehot(t,) jsou anotace

* Y =|yy,V, ..., ¥yl kde sloupce jsou predikované pravdépodobnosti
tfid y, = softmax(Wx_)



Metoda gradientniho sestupu

« Opakované ménime parametry tak, ze jimi pohybujeme v malych
krocich ve sméru opacném ke gradientu VE (W) (tedy z kopce dolu)
se nedostaneme do minima funkce kde VE(W) = 0

0E(W?)

1w

« UCici konstanta (learning rate) n urCuje jak velké kroky délame a
musi byt spravne nastavena aby algoritmus konvergoval

wT+1 — WT

« Matematicky spravné je gradient

. . IE(WT) .
vektor, ale nasSe derivace a(w )Je

matice, tak abychom ji mohli pouzit
pfimo pro upravu matice parametri W.




softmax pro 2 tridy

- exp(a;) exp(a,)
P(C,|x) = softmax, (l D Y, exp(al) ~ exp(ay) + exp(ay)
1

~ T e 1+e‘(a1 a = 001~ a2)

exp(a,)

* Pro dva vstupy, prvni vystup softmax; ,degraduje” na logistickou
sigmoidu rozdilu vstupu

* Pro logistickou regresi se dvemi tridami:

P(C,|x) = softmax, (Wx) = softmax, ([wy,w,]Tx) = ¢ ((w1 — WZ)TX) = o(w'x)

« Atedy logisticka pro dve tridy je jen specialnim pripadem kde
W = Wl — W2

P(t|X) = 1_[ P(t,|x,) = 1_[ softmax, (Wx,)

n

1_ tn

P(tlX) = 1_[ P(Cy1%)"P(Co %) M = ]_[ o(xtw)™ (1 - o(xfw))

n



Linearni logisticka regrese — 2 tridy

Uvazujme opét pravdépodobnostni model, kde
P(Cy|x) = o(xTw)
a pravdepodobnost druhé tridy
P(Cz|x) =1 —P(Cq[x)
kde opet predpokladame x, = 1 a nemusime tedy explicitné zavadét w,.
Nyni budeme parametry w odhadovat tak, abychom primo maximalizovali
pravdépodobnost anotaci t = [ tq, t, ..., ty] T, tedy

Pt = | [ Ptalxa)

Pro zjednodusSeni zapisu predpokladejme, ze t,, = 1, pokud x,, pafi do
tridy C; a t,, = 0, pokud x,, pafi do tfidy C,.Potom muzZeme psat

Pt = | | PCulxnP (Gl = | [o(xiw)™ (1 - cehw))' ™™
n n
VsSiméme si , ze maximalizujeme stejnou onjektivni funkci jako pro pfi
odhadu maximalné vérohodnych parametru diskrétniho rozlozeni, jen je
ted pravdépodobnost tfidy podminéna pozorovanim x.



Linearni logisticka regrese — 2 tridy — II.
« Misto maximlizovani

P(t|X) = HP(tn|xn) - Ha(xgw)tn (1- G(X,le))(l_ tn)

n

lidé ve strojovém ucCeni Casto mluvi o minimalizovani ekvivalenti chybove
funkce znamé jako krizova entropie (Cross-entropy)

N
E(w) = —InP(t|X) = — z toIno(xtw) + (1 - t)In (1 - o xiw))

n=1

« Hledame minimum této funkce, takze derivujeme abychom dostali gradient

N
VE(W) = z (o( xEw) — )%y,
n=1

a hledame takové w pro které VE(w) = 0



Linearni logisticka regrese — 2 tridy — IlI.
Pomoci maticového nasobeni muzeme

N

VE(w) = z (o( xtw) — t,)x,

n=1
prepsat jako
VE(w) =X(y — t)

kde X = [x4,X,, ..., Xy] je matice trenovacich vzorl, t = [ ty, ty, ..., ty]"
sloupcovy vektor odpovidajicich (0/1) anotaciay = [ y4, ¥ ..., yalT j€
sloupcovy vektor vystupu klasifikatoru

Yn = P(Cy]%n) = a(xzw)
Vyjadfeni parametri w pro VE(w) = 0 bohuzel nema analytické feSeni a

musime pristoupit k numerické optimalizaci, napr. pomoci metody
gradientniho sestupu (gradient descent)



Metoda gradientniho sestupu

Opakovaneé ménime parametry tak, ze jimi pohybujeme v malych
krocich ve sméru opacném ke gradientu VE (w) (tedy z kopce dolu)
se nedostaneme do minima funkce kde VE(w) = 0

witl = w? — pVE(W?)

UCici konstanta (learning rate) n urCuje jak velké kroky délame a
musi byt spravné nastavena aby algoritmus konvergoval
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Linearni logisticka regrese:
odhad parametru

» RychlejSi konvergenci dosahneme pomoci Newton-Raphson
optimalizace:

— Kolem stavajiciho feseni w* aproximujeme chybovou funkci VE pomoci
Taylorova rozvoje druhého radu, ¢imz obdrzime kvadratickou formu
(vicerozmerné zobecnéni kvadraticke funkce).

— Jako nové reSeni zvolime to, kde ma tato kvadraticka forma minimum.
witl = w® — H(w®)"1VE(w?)
kde H(w®) = XR XTje matice druhych derivaci (Hessian matrix).
wl = w® — (XRXT) ' X(y — t)
e R je diagonalni matice s diagonalou diag(R) = y(1 —y)

» Pozor! Stejne jako i metody gradientniho sestupu neni zaruceno, ze
kazdy krok zlepSeni feSeni. Metoda muze zacit divergovat, ale da se
resit napf. (opakovanym) pulenim kroku w**! := (w™t1+w?)/2.



Logisticka regrese — priklad

P(Cy|x) = a(x w) = o(Wyx1 + WyXxy + W)

Na “oddélenych tfidach” mlze
dojit k pfetrénovani, kde E(w) =
| kdyz feseni neni uspokojive.
Koeficienty w; a w, jsou pfilis
velke = rychla zména P(Cl|x)

Na “prektyvajicich se tfidach” se
korektné nauc¢ime odhadovat P(C; |x)
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Regularizace parametru

Do objektivni funkce pfidame regularizacni Clen
D
AwliZ = AwTw = 2 z e
d=1

ktery pealizuje vysoké hodnoty w; a w,.
N

E(w) = — z t,Ino(xIw)+ (1 - t,)In (1 —a( x,TLw)) + AwTw

n=1

Potom
VE(w)=X(y—t)+ 1w HW" =+ XRXT
witl = wt — ()LI + XR XT)_I(X(y —t) +Awh)

Zde pro jednoduchost regularizujeme i wy, ale je lepSi to nedélat
abycho nestahovali rozhodovaci hranici k poCatku.



Priklady pro ruzné hodnoty
regularizacniho koeficientu A
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Nelinearni mapovani vstupniho vektoru

 Nelze-li plvodni data linearné oddélit, mozna pomuze jejich nelinearni
transformace do potencialné vysocerozmérného prostoru — hlavni myslenka
.kernel methods" které budou vysvétleny pfiste

* V nasem prikladu pomohlo i mapovani dvourozmernych dat do dvou
gaussovskych funkci
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Linearni logisticka regrese:
nelinearni klasifikace

Nelinearné transformujeme vstupy x do vicerozmérného vektoru X.

Jako pfiklad pouzijeme trasformaci pomoci polynomu druhého fadu:
R=1[1, x1, X, x1X3 X%, x%]
Nyni natrénujeme a aplikujeme logistickou regresi nad témito

vicerozmérnymi daty. Jakou pravdépodobnost P(C; |x) odhaduje
takovy model jako funkci puvodnich dvourozmérnych dat x?
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Rozhodovaci linie je kuzeloseCka 60
(jako u gaussovského klasifikatoru). ~ .,
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