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P̌ŕıklad 1

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Rozhodněte a dokažte, zda jsou tyto jazyky bezkontextové:
L1 = {uvuRvR | u ∈ {a,b}∗ ∧ v ∈ {c,d}∗}
L2 = {uvRvuR | u ∈ {a,b}∗ ∧ v ∈ {c,d}∗}
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L2 = {uvRvuR | u ∈ {a,b}∗ ∧ v ∈ {c,d}∗}

Řešenı́
• L1 nenı́ bezkontextový, to dokážeme pomocı́ Pumping

lemmatu

• Uvažujme o libovolném k > 0 a pro každé takové k
vyberme slovo z = (akbk)(ckdk)(bkak)(dkck)

• Pro každé takové slovo z uvažujme o všech rozdělenı́ch
z = uvwxy , kde |vx | > 0 a |vwx | ≤ k

• Všechna taková rozdělenı́ zařadı́me do dvou ťŕıd:
1 část vwx obsahuje jediný typ symbolu
2 část vwx obsahuje dva typy symbolů
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Rozhodněte a dokažte, zda jsou tyto jazyky bezkontextové:
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vyberme slovo z = (akbk)(ckdk)(bkak)(dkck)
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Rozhodněte a dokažte, zda jsou tyto jazyky bezkontextové:
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L2 = {uvRvuR | u ∈ {a,b}∗ ∧ v ∈ {c,d}∗}

Řešenı́

6 část vwx obsahuje jediný typ symbolu

• potom volbou i = 0 naruš́ıme počty tohoto symbolu s daľśım
páruj́ıcı́m výskytem tohoto symbolu ve slově

7 část vwx obsahuje dva typy symbolů
• potom volbou i = 0 naruš́ıme počty těchto symbolu s daľśımi

páruj́ıcı́mi výskyty tohoto symbolu ve slově
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Rozhodněte a dokažte, zda jsou tyto jazyky bezkontextové:
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7 část vwx obsahuje dva typy symbolů
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7 část vwx obsahuje dva typy symbolů
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P̌ŕıklad 2

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Rozhodněte o vhodnosti slov pro důkaz nebezkontextovosti
jazyka L pomocı́ Pumping lemmatu pro L2, kde

L = {akwbmwbn | k > 2∧m,n ≥ 0∧w ∈ {a,b,c}∗} ∪ {a3}{b,c}∗

Slova na výběr

1 z = a3akak

2 z = a3(ckakbk)(ckakbk)

3 z = a3(bkck)(bkck)

4 z = a3ckbkak

5 z = a3caca
6 z = ak+2ckakckak

7 z = a3ckakckak

8 z = a3(ca)2k

Vysvětlenı́
• u =

• v =

• w =

• x =

• y =
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jazyka L pomocı́ Pumping lemmatu pro L2, kde

L = {akwbmwbn | k > 2∧m,n ≥ 0∧w ∈ {a,b,c}∗} ∪ {a3}{b,c}∗

Slova na výběr
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P̌ŕıklad 2

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky
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P̌ŕıklad 3

Konstrukce Turingova stroje

Popǐste chováńı Turingova stroje M tak, že L(M) = {a2n | n ∈ N}
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Bezkontextové jazyky a rozhodnutelnost 4 / 11
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Bezkontextové jazyky a rozhodnutelnost 4 / 11
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Řešenı́

1 TS M zkontroluje, zda jeho vstup w = ϵ. Pokud ano, odmı́tne.

2 TS M zkontroluje, zda má na pásce právě jeden symbol a.
Pokud ano, akceptuje.

3 TS M projde použitou část pásky, každý sudý výskyt symbolu
a přepı́̌se na symbol #, každý lichý výskyt symbolu a
ponechá beze změny.

4 Pokud byl počet symbolů a na pásce lichý, TS M odmı́tne.
5 P̌rejdeme opět k bodu 2. Tento postup terminuje, neboť

dokola snǐzujeme počet symbolů a na pásce.
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P̌ŕıklad 3

Konstrukce Turingova stroje
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ponechá beze změny.
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P̌ŕıklad 4

Konstrukce Turingova stroje

Popǐste chováńı Turingova stroje M tak, že L(M) = {ap | p ∈ P},
kde P je množina všech prvočı́sel
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Bezkontextové jazyky a rozhodnutelnost 5 / 11
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Δ # # # a a Δ Δ ...

Δ a a a Δ Δ Δ Δ ...
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Bezkontextové jazyky a rozhodnutelnost 5 / 11
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Popǐste chováńı Turingova stroje M tak, že L(M) = {ap | p ∈ P},
kde P je množina všech prvočı́sel

Řešenı́

1 TS M zkontroluje, zda jeho vstup w = ϵ nebo w = a. Pokud
ano, odmı́tne, jinak pokračuje.

2 TS M překopı́ruje svůj vstup an na svou druhou pásku.
3 TS M ze své druhé pásky smaže jeden symbol a.
4 TS M zkontroluje, zda má na druhé pásce řetězec a. Pokud

ano, akceptuje svůj vstup, jinak pokračuje.
5 TS M posune čtecı́ hlavy na obou páskách na nejlevěǰśı

buňky.
6 TS M současně procháźı prvnı́ i druhou pásku doprava.
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buňky.
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Popǐste chováńı Turingova stroje M tak, že L(M) = {ap | p ∈ P},
kde P je množina všech prvočı́sel

Řešenı́

7 Pokud TS M dojdou symboly na prvnı́ pásce, ale na druhé
pásce zbývaj́ı k přečtenı́ symboly a, vrát́ı se na začátek
prvnı́ pásky a přejde k bodu 3.

8 Pokud TS M dojdou symboly na druhé pásce, zkontroluje,
zda současně vyčerpal i symboly na prvnı́ pásce. Pokud
ano, odmı́tne svůj vstup. V opačném př́ıpadě se na druhé
pásce vrát́ı na začátek, na prvnı́ pásce zůstane na mı́stě a
přejde k bodu 6.

9 Tento postup vždy terminuje, neboť neustále snǐzujeme
počty symbolů a na druhé pásce
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P̌ŕıklad 5

Důkazy rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti

Ukažte, že L ∈ LRE , p̌ŕıpadně že L ∈ LREC pro
L = {⟨M⟩#⟨n⟩ | |L(M)| ≥ n}
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Důkazy rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti
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Řešenı́

1 Konstruujeme NTS T takový, že L(T ) = L

2 TS T má na svém vstupu řetězec w nad abecedou {0, 1,#}
3 TS T zkontroluje, zda je jeho vstup w ve tvaru ⟨M⟩#⟨n⟩, kde

⟨M⟩ je kód Turingova stroje M a ⟨n⟩ je kód čı́sla n. Pokud ne,
odmı́tne.

4 TS T nedeterministicky vygeneruje n slov w1,w2, . . .wn nad
abecedou stroje M na svou pomocnou pásku.

5 TS T zkontroluje, zda se tato slova po různých dvojicı́ch lǐśı.
Pokud ne, odmı́tne.
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P̌ŕıklad 5
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akceptuje.
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P̌ŕıklad 5
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Bezkontextové jazyky a rozhodnutelnost 6 / 11
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akceptuje.
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Bezkontextové jazyky a rozhodnutelnost 6 / 11



P̌ŕıklad 6

Důkazy rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti

Ukažte, že L ∈ LRE , p̌ŕıpadně že L ∈ LREC pro
L = {⟨M⟩#⟨n⟩ | ∃w ∈ Σ∗ : M vykoná na w nejvýše n kroků}
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Řešenı́

1 Konstruujeme NTS T takový, že L(T ) = L

2 TS T má na svém vstupu řetězec w nad abecedou {0, 1,#}
3 TS T zkontroluje, zda je jeho vstup w ve tvaru ⟨M⟩#⟨n⟩, kde

⟨M⟩ je kód Turingova stroje M a ⟨n⟩ je kód čı́sla n. Pokud ne,
odmı́tne.

4 TS T nedeterministicky vygeneruje libovolný řetězec w nad
abecedou stroje M

5 TS T provede nejvýše n kroků simulace stroje M nad w .
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Řešenı́

1 Konstruujeme NTS T takový, že L(T ) = L
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P̌ŕıklad 7

Důkazy rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti

Ukažte, že L ∈ LRE , p̌ŕıpadně že L ∈ LREC pro
L = {⟨M⟩#⟨n⟩ | ∀w ∈ Σ∗ : M vykoná na w nejvýše n kroků}
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Důkazy rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti
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4 TS T postupně generuje veškerá slova w1,w2, . . . nad
abecedou stroje M, která maj́ı nejvýše n symbolů

5 TS T postupně provede nejvýše n kroků simulace stroje M
nad každým t́ımto slovem.
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abecedou stroje M, která maj́ı nejvýše n symbolů
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Řešenı́

1 Konstruujeme DTS T takový, že L(T ) = L
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7 Pokud některá ze simulacı́ neskončı́ ani do n kroků, TS T
odmı́tne

8 Pokud veškeré simulace skončı́ do n kroků, TS T akceptuje,
neboť je jasné, že do n kroků by skončily i veškeré simulace
deľśıch řetězců
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P̌ŕıklad 8

Uzávěrové vlastnosti

Rozhodněte a dokažte, zda jsou ťŕıdy jazyků LFIN ,L3,L2,LRE
uzav̌reny na operaci permutace jazyků.

Permutace jazyků

perm : Σ∗ → 2Σ∗
, Perm : 2Σ∗ → 2Σ∗

perm(w) = {x ∈ Σ∗ | ∀a ∈ Σ : #a(w) = #a(x)}
Perm(L) =

⋃
w∈L perm(w)

Ukázka permutace jazyků
• w = aba

• perm(w) = {aab,aba,baa}
• L = {aba,abc}

• Perm(L) = {aab,aba,baa,abc,acb,bac,cab,bca,cba}
• L = {ban | n ≥ 0}

• Perm(L) = {a}∗{b}{a}∗
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• ťŕıda LFIN je uzav̌rena na operaci Perm
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• konečně mnoho řetězců má tedy konečně mnoho
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• Perm(L) = {w ∈ {a,b}∗ | #a(w) = #b(w)} ̸∈ L3

Bezkontextové jazyky L2

• ťŕıda L2 nenı́ uzav̌rena na operaci Perm
• mějme regulárnı́ jazyk L = L((abc)∗) = {(abc)n | n ≥ 0}
• Perm(L) = {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) = #b(w) = #c(w)} ̸∈ L2
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P̌ŕıklad 8

Uzávěrové vlastnosti

Rozhodněte a dokažte, zda jsou ťŕıdy jazyků LFIN ,L3,L2,LRE
uzav̌reny na operaci permutace jazyků.

Rekurzivně vyčı́slitelné jazyky LRE

• ťŕıda LRE je uzav̌rena na operaci Perm
• mějme libovolný jazyk L ∈ LRE , potom existuje TS M takový,

že L(M) = L
• nynı́ je ťreba obecně popsat konstrukci TS T takového, aby

L(T ) = Perm(L)
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1 TS T má na svém vstupu řetězec w ∈ Σ∗, kde Σ je abeceda
stroje M

2 TS T si na svou pomocnou pásku vypı́̌se veškeré permutace
řetězce w , kterých je konečně mnoho

3 TS T sťŕıdavě po jednom kroku spoušt́ı simulace stroje M na
všech těchto řetězcı́ch

4 Pokud některá simulace skončı́ akceptovánı́m, TS T
akceptuje svůj vstup w

5 Pokud všechny simulace skončı́ odmı́tnut́ım, odmı́tne i TS T
6 Pokud žádný řetězec nebyl přijat a některá simulace cykĺı,

cykĺı i TS T
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Rekurzivně vyčı́slitelné jazyky LRE
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Uzávěrové vlastnosti
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