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Božetěchova 1/2, 612 00 Brno – Královo Pole

xkocou10@fit.vutbr.cz

October 18, 2024



Bezkontextové jazyky



P̌ŕıklad 1

Konstrukce RZA nad abecedou Σ = {a,b,c}

Sestrojte RZA p̌rij́ımaj́ıcı́ jazyk {anbncn | n ≥ 1}

ZA

• δ : Q× (Σ ∪ {ϵ})×Γ → 2Q×Γ∗

• Odstraňujeme právě
jeden symbol z vrcholu
zásobnı́ku

qi qj
a, z/γ

RZA

• δ : Q×(Σ ∪ {ϵ})×Γ∗ → 2Q×Γ∗

• Odstraňujeme libovolný
počet symbolů z vrcholu
zásobnı́ku

qi qj
a, z1z2 . . . zn/γ
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P̌ŕıklad 1

Konstrukce RZA nad abecedou Σ = {a,b,c}

Sestrojte RZA p̌rij́ımaj́ıcı́ jazyk {anbncn | n ≥ 1}

• Pracujeme s abecedou Σ = {a,b,c}
• {anbncn | n ≥ 1} =

1 {xyz ∈ {a,b,c}∗ | y ∈ {ac,ba,ca,cb}} ∪
2 {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) ̸= #b(w)} ∪
3 {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) ̸= #c(w)} ∪
4 {w ∈ {a,b,c}∗ | #b(w) ̸= #c(w)} ∪
5 {ϵ}
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P̌ŕıklad 1

Konstrukce RZA nad abecedou Σ = {a,b,c}

Sestrojte RZA p̌rij́ımaj́ıcı́ jazyk {anbncn | n ≥ 1}

q0
Z0

q1

q6

q5

q7

q8

b, ϵ/ϵ
c, ϵ/ϵ

a, ϵ/ϵ

b, ϵ/ϵ

c, ϵ/ϵ

ϵ, ϵ/ϵ

a, ϵ/ϵ a, ϵ/ϵ

b, ϵ/ϵ

c, ϵ/ϵ

a, ϵ/ϵ

b, ϵ/ϵ

a, ϵ/ϵ

c, ϵ/ϵ

c, ϵ/ϵ

q2 q9
b, ϵ/b

b, aZ0/Z0
b, b/bb

c, ϵ/ϵ
a, bb/b
b, aa/a

a, ϵ/a

a, bZ0/Z0

a, a/aa
ϵ, ϵ/ϵ

q3

ϵ, ϵ/ϵ

q10c, ϵ/c

c, aZ0/Z0

c, c/cc

b, ϵ/ϵ
a, cc/c
c, aa/a

a, ϵ/a

b, ϵ/ϵ

a, cZ0/Z0

a, a/aa

q4

ϵ, ϵ/ϵ

q11c, ϵ/c
c, bZ0/Z0

c, c/cc

a, ϵ/ϵ
b, cc/c
c, bb/b

b, ϵ/b

b, cZ0/Z0

a, ϵ/ϵ

b, b/bb
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 5 / 65
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P̌ŕıklad 1

Konstrukce RZA nad abecedou Σ = {a,b,c}

Sestrojte RZA p̌rij́ımaj́ıcı́ jazyk {anbncn | n ≥ 1}

• Jazyk L = co − {anbncn | n ≥ 1} lze přij́ımat RZA

• Důsledky:
1 L lze přij́ımat i obyčejným ZA
2 L ∈ L2
3 ťŕıda L2 nenı́ uzav̌rena na doplněk

• to plyne z faktu, že co − L ̸∈ L2

4 LDZA ⊂ L2
• to plyne z výše uvedeného a z uzav̌renosti LDZA na doplněk

5 ťŕıda LDZA nenı́ uzav̌rena na sjednocenı́
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3 ťŕıda L2 nenı́ uzav̌rena na doplněk
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• to plyne z faktu, že co − L ̸∈ L2

4 LDZA ⊂ L2
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P̌ŕıklad 2

Algoritmy nad zásobnı́kovými automaty

Formálně zapǐste algoritmus pro sestrojeńı průniku ZA a KA

Průnik KA
• ťŕıda L3 je uzav̌rena na

průnik

• L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2

q1q3 q2 q4∩a a

(q1,q2) (q3,q4)
a

Průnik ZA
• ťŕıda L2 nenı́ uzav̌rena na

průnik

• L1 = {anbncm | m,n ≥ 0}
• L2 = {ambncn | m,n ≥ 0}
• L3 = L1 ∩ L2

• L3 = {anbncn | n ≥ 0} ̸∈ L2
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 7 / 65
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průnik

• L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2

q1q3 q2 q4∩a a

(q1,q2) (q3,q4)
a
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• ťŕıda L3 je uzav̌rena na

průnik
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 7 / 65
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Formálně zapǐste algoritmus pro sestrojeńı průniku ZA a KA
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P̌ŕıklad 2

Algoritmy nad zásobnı́kovými automaty

Formálně zapǐste algoritmus pro sestrojeńı průniku ZA a KA

• Vstup:

1 ZA A1 =
(

Q1,Σ1, Γ1, δ1,q1
0 , Z

1
0 , F1

)
2 KA A2 =

(
Q2,Σ2, δ2,q2

0 , F2

)
• Výstup:

• ZA A = (Q,Σ, Γ, δ,q0, Z0, F), kde L(A) = L (A1) ∩ L (A2)

• Algoritmus:
1 Q = Q1 × Q2
2 Σ = Σ1 ∪ Σ2

• nebo Σ = Σ1 ∩ Σ2 a zvláš̌t ošeťrit př́ıpad, kdy Σ1 ∩ Σ2 = ∅
3 Γ = Γ1

4 q0 =
(

q1
0 ,q

2
0

)
5 Z0 = Z 1

0
6 F = F1 × F2
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• Vstup:

1 ZA A1 =
(

Q1,Σ1, Γ1, δ1,q1
0 , Z

1
0 , F1

)
2 KA A2 =

(
Q2,Σ2, δ2,q2

0 , F2

)
• Výstup:

• ZA A = (Q,Σ, Γ, δ,q0, Z0, F), kde L(A) = L (A1) ∩ L (A2)

• Algoritmus:
1 Q = Q1 × Q2
2 Σ = Σ1 ∪ Σ2
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 8 / 65
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 8 / 65
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• Výstup:

• ZA A = (Q,Σ, Γ, δ,q0, Z0, F), kde L(A) = L (A1) ∩ L (A2)

• Algoritmus:
1 Q = Q1 × Q2
2 Σ = Σ1 ∪ Σ2
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(

q1
0 ,q

2
0

)

5 Z0 = Z 1
0

6 F = F1 × F2
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P̌ŕıklad 2

Algoritmy nad zásobnı́kovými automaty

Formálně zapǐste algoritmus pro sestrojeńı průniku ZA a KA

7 ∀q1
A,q

1
B ∈ Q1 : ∀q2

A,q
2
B ∈ Q2 : ∀a ∈ Σ : ∀z ∈ Γ : ∀γ ∈ Γ∗ :

((
q1

B,q
2
B

)
, γ

)
∈ δ

((
q1

A,q
2
A

)
,a, z

)
⇔((

q1
B, γ

)
∈ δ

(
q1

A,a, z
)
∧ q2

B ∈ δ
(
q2

A,a
))

q1
A q1

B

q2
A q2

B

... ...

... ...

∩
(

q1
A, q2

A

) (
q1

B, q2
B

)
... ...

a, z/γ

a

a, z/γ
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8 ∀q1
A,q

1
B ∈ Q1 : ∀q2

A,q
2
B ∈ Q2 : ∀z ∈ Γ : ∀γ ∈ Γ∗ :

((
q1

B,q
2
B

)
, γ

)
∈ δ

((
q1

A,q
2
A

)
, ϵ, z

)
⇔(

(q1
B, γ) ∈ δ(q1

A, ϵ, z) ∧ q2
A = q2

B

)

q1
A q1

B

q2
A = q2

B

... ...

... ...

∩
(

q1
A, q2

A

) (
q1

B, q2
B

)
... ...

ϵ, z/γ

ϵ, z/γ
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8 ∀q1
A,q

1
B ∈ Q1 : ∀q2

A,q
2
B ∈ Q2 : ∀z ∈ Γ : ∀γ ∈ Γ∗ :((

q1
B,q

2
B

)
, γ

)
∈ δ

((
q1

A,q
2
A

)
, ϵ, z

)
⇔(

(q1
B, γ) ∈ δ(q1

A, ϵ, z) ∧ q2
A = q2

B

)

q1
A q1

B

q2
A = q2

B

... ...

... ...

∩
(

q1
A, q2

A

) (
q1

B, q2
B

)
... ...

ϵ, z/γ

ϵ, z/γ
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P̌ŕıklad 2

Algoritmy nad zásobnı́kovými automaty

Formálně zapǐste algoritmus pro sestrojeńı průniku ZA a KA

Pozn.: nelze napsat
• ∀q1

A,q
1
B ∈ Q1 : ∀q ∈ Q2 : ∀z ∈ Γ : ∀γ ∈ Γ∗ :((

q1
B,q

)
, γ

)
∈ δ

((
q1

A,q
)
, ϵ, z

)
⇔(q1

B, γ) ∈ δ(q1
A, ϵ, z)
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Algoritmy zpřesňuj́ıcı́ odhad výsledku
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Algoritmy zpřesňuj́ıcı́ odhad výsledku

⊥

f (⊥)
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⊥

f (⊥)

f 2(⊥)
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Algoritmy zpřesňuj́ıcı́ odhad výsledku

⊥

f (⊥)

f 2(⊥)

f 3(⊥)
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Algoritmy zpřesňuj́ıcı́ odhad výsledku

⊥

f (⊥)

f 2(⊥)

f 4(⊥)
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Algoritmy zpřesňuj́ıcı́ odhad výsledku

Poset
• dvojice (D,⊑)

• D je nosná množina
• ⊑ ⊆ D2 je uspǒrádánı́ na D

Pevný bod funkce
• f : X → X
• a ∈ X je pevný bod f ,

pokud f (a) = a

Úplný svaz
• šestice (D,⊑,⊔,⊓,⊤,⊥)

• supremum ⊔, infimum ⊓
• nejvěťśı prvek ⊤
• nejmenš́ı prvek ⊥
• existuje ⊔,⊓ pro každou

podmnožinu nosiče D

Monotónnı́ funkce
• (D,⊑) je poset
• f : D → D je zobrazenı́
• mon. rostoucı́: ∀a,b ∈ D :

a ⊑ b ⇒ f (a) ⊑ f (b)

• mon. klasaj́ıcı́: ∀a,b ∈ D :
a ⊑ b ⇒ f (b) ⊑ f (a)
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Úplný svaz
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Monotónnı́ funkce
• (D,⊑) je poset
• f : D → D je zobrazenı́
• mon. rostoucı́: ∀a,b ∈ D :

a ⊑ b ⇒ f (a) ⊑ f (b)

• mon. klasaj́ıcı́: ∀a,b ∈ D :
a ⊑ b ⇒ f (b) ⊑ f (a)
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• ⊑ ⊆ D2 je uspǒrádánı́ na D
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Algoritmy zpřesňuj́ıcı́ odhad výsledku

Knaster-Tarskiho teorém

Pevné body monotónńıho zobrazeńı f : D → D nad úplným
svazem (D,⊑,⊔,⊓,⊤,⊥) tvǒŕı opět úplný svaz.

(To garantuje existenci nejmenš́ıho/nejvěťśıho pevného bodu f )
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(To garantuje existenci nejmenš́ıho/nejvěťśıho pevného bodu f )

Nejmenš́ı pevný bod

• iniciálnı́ hodnota ⊥
• f je mon. rostoucı́
• ⊥ ⊑ f (⊥) ⇒ f (⊥) ⊑ f (f (⊥))

• postupně počı́táme
f (⊥), f (f (⊥)), f (f (f (⊥))), . . .

• ∃k ∈ N : f k(⊥) = f k+1(⊥)

• f k(⊥) je nejmenš́ı pevný
bod zobrazenı́ f

TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 15 / 65



Algoritmy zpřesňuj́ıcı́ odhad výsledku

Knaster-Tarskiho teorém
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 15 / 65
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bod zobrazenı́ f
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• iniciálnı́ hodnota ⊥
• f je mon. rostoucı́
• ⊥ ⊑ f (⊥) ⇒ f (⊥) ⊑ f (f (⊥))

• postupně počı́táme
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svazem (D,⊑,⊔,⊓,⊤,⊥) tvǒŕı opět úplný svaz.
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Knaster-Tarskiho teorém
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P̌ŕıklad 3

Konstrukce algoritmu zpřesňuj́ıcı́ho odhad výsledku

Pro BKG G = (N,Σ,P, S) sestrojte algoritmus počı́taj́ıcı́ množinu
Nϵ = {A ∈ N | A ⇒+

G ϵ}

Analýza

• doména D = 2N

• uspǒrádánı́ ⊑ = ⊆
• výchoźı hodnota ⊥ = ∅
• úplný svaz (2N ,⊆,∪,∩,N,∅)

• zpřesňuj́ıcı́ funkce
f : 2N → 2N mon. rostoucı́

• f (X) = {A ∈ N | ∃(A, α) ∈ P : α ∈ X∗}

• hledáme nejmenš́ı pevný
bod f k(∅) funkce f , k ∈ N

Algoritmus

Vstup: G = (N,Σ,P, S)
Výstup: Nϵ = {A ∈ N | A ⇒+

G ϵ}
Postup:

1 N0
ϵ = ∅, i = 0

2 N i+1
ϵ = {A ∈ N | ∃(A, α)∈P :

α ∈
(
N i

ϵ

)∗}
3 pokud N i

ϵ ̸= N i+1
ϵ

• i = i + 1
• přejdi na bod 2

4 Nϵ = N i
ϵ
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• doména D = 2N
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• doména D = 2N
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Výstup: Nϵ = {A ∈ N | A ⇒+

G ϵ}
Postup:

1 N0
ϵ = ∅, i = 0

2 N i+1
ϵ = {A ∈ N | ∃(A, α)∈P :

α ∈
(
N i

ϵ

)∗}
3 pokud N i

ϵ ̸= N i+1
ϵ

• i = i + 1
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• zpřesňuj́ıcı́ funkce
f : 2N → 2N mon. rostoucı́

• f (X) = {A ∈ N | ∃(A, α) ∈ P : α ∈ X∗}
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bod f k(∅) funkce f , k ∈ N

Algoritmus

Vstup: G = (N,Σ,P, S)
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• přejdi na bod 2

4 Nϵ = N i
ϵ
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• zpřesňuj́ıcı́ funkce
f : 2N → 2N mon. rostoucı́

• f (X) = {A ∈ N | ∃(A, α) ∈ P : α ∈ X∗}
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P̌ŕıklad 3

Gramatika
• Demonstrujte algoritmus

na BKG G = (N,Σ,P, S)
• N = {S,A,B,C}
• Σ = {a,b,c}
• P :

1 S → AAAB | BC | c
2 A → a | aB | ϵ
3 B → cBb | AA
4 C → ccC | Ab

Algoritmus

Postup:
1 N0

ϵ = ∅, i = 0
2 N i+1

ϵ = {A ∈ N | ∃(A, α)∈P :

α ∈
(
N i

ϵ

)∗}
3 pokud N i

ϵ ̸= N i+1
ϵ

• i = i + 1
• přejdi na bod 2

4 Nϵ = N i
ϵ

Demonstrace
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• přejdi na bod 2

4 Nϵ = N i
ϵ

Demonstrace

• N0
ϵ = ∅

• N1
ϵ =

{
A ∈ N | ∃(A, α) ∈ P : α ∈

(
N0

ϵ

)∗
= ∅∗ = {ϵ}

}
= {A}

• N2
ϵ =

{
A ∈ N | ∃(A, α) ∈ P : α ∈

(
N1

ϵ

)∗
= {A}∗

}
= {A,B}
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P̌ŕıklad 3

∅

{C}{B}{A}{S}

{S, B} {S, C} {A, B} {A, C} {B, C}{S, A}

{A, B, C}{S, B, C}{S, A, C}{S, A, B}

N
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P̌ŕıklad 4

Konstrukce algoritmu zpřesňuj́ıcı́ho odhad výsledku

Pro BKG G = (N,Σ,P, S) sestrojte algoritmus počı́taj́ıcı́ množinu
Nwa = {A ∈ N | ∃w ∈ Σ∗ : A ⇒+

G wa}

Idea

A →   α    β    γ
• Hledáme pravidla typu A → αβγ, kde

• α je přepsatelná na jakékoliv terminálnı́ symboly
• β nám garantuje, že vygeneruje větu se symbolem a vpravo
• γ je přepsatelná na ϵ

Pro výpočet poťrebujeme množiny
• Nϵ = {A ∈ N | A ⇒∗ ϵ}
• Nt = {A ∈ N | ∃w ∈ Σ∗ : A ⇒∗ w}
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 19 / 65
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• doména D = 2N
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ϵ }

• hledáme nejmenš́ı pevný bod f k(∅) funkce f , k ∈ N
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• hledáme nejmenš́ı pevný bod f k(∅) funkce f , k ∈ N
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• doména D = 2N
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• doména D = 2N
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• zpřesňuj́ıcı́ funkce f : 2N → 2N mon. rostoucı́
• f (X) = {A ∈ N | ∃(A, αβγ) ∈ P : α ∈ (Nt ∪ Σ)∗, β ∈ (X ∪ {a}) ∧ γ ∈ N∗

ϵ }
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Konstrukce algoritmu zpřesňuj́ıcı́ho odhad výsledku

Pro BKG G = (N,Σ,P, S) sestrojte algoritmus počı́taj́ıcı́ množinu
Nwa = {A ∈ N | ∃w ∈ Σ∗ : A ⇒+

G wa}

Algoritmus
• Vstup: BKG G = (N,Σ,P, S),a ∈ Σ

• Výstup: množina Nwa = {A ∈ N | ∃w ∈ Σ∗ : A ⇒∗ wa}
• Postup:

1 N0
wa = ∅, i = 0

2 N i+1
wa = {A ∈ N | ∃(A → α) ∈ P : α ∈ (Nt ∪ Σ)∗(N i

wa ∪ {a})N∗
ϵ }

3 pokud N i+1
wa ̸= N i

wa
• i = i + 1
• přeji na bod 2

4 Nwa = N i
wa
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Gramatika
• Demonstrujte algoritmus

na BKG G = (N,Σ,P, S)
• N = {S,A,B,C}
• Σ = {a,b,c}
• P :

1 S → ABBbCAS | bA | ϵ
2 A → ϵ | cA
3 B → bba | cB
4 C → aBA | Bc

Algoritmus

Postup:
1 N0

wa = ∅, i = 0
2 N i+1

wa = {A ∈ N | ∃(A, α)∈P :

α ∈ (Nt ∪Σ)∗(N i
wa ∪{a})N∗

ϵ }
3 pokud N i

wa ̸= N i+1
wa

• i = i + 1
• přejdi na bod 2

4 Nwa = N i
wa

Množiny

Nϵ = {A, S}
Nt = {A,B,C, S}

Demonstrace
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 22 / 65
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∅

{C}{B}{A}{S}

{S, B} {S, C} {A, B} {A, C} {B, C}{S, A}

{A, B, C}{S, B, C}{S, A, C}{S, A, B}

N
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∅

{C}{B}{A}{S}

{S, B} {S, C} {A, B} {A, C} {B, C}{S, A}

{A, B, C}{S, B, C}{S, A, C}{S, A, B}

N

∅
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∅

{C}{B}{A}{S}

{S, B} {S, C} {A, B} {A, C} {B, C}{S, A}

{A, B, C}{S, B, C}{S, A, C}{S, A, B}

N

f (∅) = {B}
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 23 / 65
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Algoritmy využ́ıvaj́ıcı́ tranzitivnı́ uzávěry relacı́

Sestrojte algoritmus, jenž rozhodne, zda daná bezkontextová
gramatika G = (N,Σ,P, S) obsahuje cyklus

Cyklus
• G = (N,Σ,P, S),A ∈ N
• A má cyklus v G, pokud

A ⇒+
G A

Rekurze
• G = (N,Σ,P, S),A ∈ N
• A má rekurzi v G, pokud

A ⇒+
G αAβ, α, β ∈ (N ∪ Σ)∗

Zdroje cyklu
• jednoduchá pravidla

A → A
• ϵ-pravidla A → AB,B → ϵ

Ukázka cyklu
• G = ({S,A}, {a},P, S)
• P : S → aSb | AA
• A → ϵ | A | AA | S
• A ⇒G A
• A ⇒G S ⇒G AA ⇒G A
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S

aB bAb

a aAB bcb bBb

aAABaAaBBacB bb bABb

...
...

...
... bcBb bBBb bAb bAABb

...
...

...
...

G = (N,Σ, P, S)
N = {S, A, B}
Σ = {a, b, c}

P : S → aB | bAb
A → c | B
B → ϵ | AB

Obsahuje tato gramatika cyklus?
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P̌ŕıklad 5

S A B

B A

A B

B A

...
...

A → B

B → AB

A → B

B → AB

A → B

B → AB

G = (N,Σ, P, S)
N = {S, A, B}
Σ = {a, b, c}

P : S → aB | bAb
A → c | B
B → ϵ | AB

Definujeme vhodnou relaci λ na množině neterminálů
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P̌ŕıklad 5

Algoritmy využ́ıvaj́ıcı́ tranzitivnı́ uzávěry relacı́

Sestrojte algoritmus, jenž rozhodne, zda daná bezkontextová
gramatika G = (N,Σ,P, S) obsahuje cyklus

Algoritmus

Vstup: bezkontextová gramatika G = (N,Σ,P, S)
Výstup: ANO, pokud ∃A ∈ N : A ⇒+ A, jinak NE
Postup:

1 Najdi množinu Nϵ

2 Spočti relaci λ ⊆ N × N definovanou následovně:
∀A,B ∈ N : AλB ⇔ ∃(A, αBβ) ∈ P : α, β ∈ (Nϵ)

∗

3 Spočti λ+ (tranzitivnı́ uzávěr relace λ)
4 Pokud je λ+ ireflexivnı́, vrať NE, jinak vrať ANO
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P̌ŕıklad 5
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 28 / 65
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Vstup: bezkontextová gramatika G = (N,Σ,P, S)
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2 Spočti relaci λ ⊆ N × N definovanou následovně:
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3 Spočti λ+ (tranzitivnı́ uzávěr relace λ)
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∀A,B ∈ N : AλB ⇔ ∃(A, αBβ) ∈ P : α, β ∈ (Nϵ)

∗
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P̌ŕıklad 5

Demonstrace algoritmu
• Demonstrujte algoritmus

na BKG G = (N,Σ,P, S),
kde

1 N = {S,A,B,C}
2 Σ = {a,b,c}
3 P :

• S → AB | Aa
• A → ϵ | aAb
• B → C | cAc
• C → AA | ASA

Výpočet

1 Nϵ = {S,A,B,C}
2 λ = { }
3 λ+ = λ ∪ {(B, S), (B,B),

(S,C), (S, S), (C,B), (C,C)}
4 λ+ nenı́ ireflexivnı́,

gramatika G má cyklus v
neterminálech B,C, S
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• N0
ϵ = ∅

• N1
ϵ = {A}

• N2
ϵ = {A,C}

• N3
ϵ = {A,C,B}

• N4
ϵ = {A,C,B, S}

• N5
ϵ = N4

ϵ = Nϵ
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Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Chomského normálnı́ forma
• G = (N,Σ,P, S)
• G je v Chomského

normálnı́ formě (CNF),
pokud jsou pravidla v P ve
tvaru:

1 A → BC, A,B,C ∈ N
2 A → a, A ∈ N,a ∈ Σ
3 S → ϵ, pokud S nenı́ na

pravé straně žádného
pravidla

• pokud má derivačnı́ strom
pro slovo w ∈ L(G) výšku
n − 1, pak |w | ≤ 2n−2

S

B3B2

Z1

B1

A2A1

B4

Z2 Z4Z3 Z|w|-3 Z|w|-2 Z|w|Z|w|-1

a1 a2 a4a3 a|w|-3 a|w|-2 a|w|a|w|-1w    =
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Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Opakovánı́ neterminálu na nejdeľśı cestě z kǒrenu k listu
• mějme G = (N,Σ,P, S) v CNF , kde L(G) je nekonečný jazyk
• mějme řetězec w ∈ L(G), |w | ≥ 2|N|

• |w | ≤ 2n−2, kde výška derivačnı́ho stromu je n − 1
• 2|N| ≤ |w | ≤ 2n−2 ⇒ |N|+ 2 ≤ n
• některý neterminál se na některé cestě od kǒrene k listu

objev́ı alespoň dvakrát

S

XB2B1

A2A1

B4

a1 a2 a4a3 a|w|-3 a|w|-2 a|w|a|w|-1w    =

X
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Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

S

XB2B1

A2A1

B4

a1 a2 a4a3 a|w|-2 a|w|a|w|-1z    =

X

ai ai+1 aj-1 aj

u v w x y
aj-2

S ⇒+ uXy ⇒+ uvXxy ⇒+ uvwxy
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Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

xv

S

XB2B1

A2A1

B4

a1 a2 a4a3 a|w|-2 a|w|a|w|-1z    =

X

u y
X

ai ai+1 aj-1 aj

v w x
aj-2

ai ai+1 aj-1 ajaj-2

S ⇒+ uXy ⇒+ uvXxy ⇒+ uv2Xx2y ⇒+ uv2wx2y
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S

XB2B1

A2A1

B4

a1 a2 a4a3 a|w|-2 a|w|a|w|-1z    = ai

ai+1 aj-1 aj

u

w

y

S ⇒+ uXy ⇒+ uwy
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S

XB2B1

A2A1

B4

a1 a2 a4a3 a|w|-2 a|w|a|w|-1z    =

X

ai ai+1 aj-1 aj

u w x y
aj-2

Cm

|v| = 0 |x| > 0 

Alespoň jedna z část́ı v , x bude vždy neprázdná.
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S

XB2B1

A2A1

B4
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u wv y
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Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Zněnı́ Pumping lemmatu pro L2

L ∈ L2 =⇒ ( ∃k ∈ N+ : ∀z ∈ Σ∗ : z ∈ L ∧ |z| ≥ k =⇒
(∃u, v ,w , x , y ∈ Σ∗ : uvwxy = z ∧ |vx | > 0

∧ |vwx | ≤ k ∧ ∀i ∈ N : uv iwx iy ∈ L ))

Obmněněná věta

(φ⇒ ψ) ⇔ (¬ψ ⇒ ¬φ)

Zněnı́ Pumping lemmatu pro L2 ve tvaru obměněné věty

( ∀k ∈ N+ : ∃z ∈ Σ∗ : z ∈ L ∧ |z| ≥ k ∧
(∀u, v ,w , x , y ∈ Σ∗ : uvwxy = z ∧
|vx | > 0 ∧ |vwx | ≤ k =⇒ ∃i ∈ N :

uv iwx iy ̸∈ L )) =⇒ L ̸∈ L2
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P̌ŕıklad 6

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Dokažte, že L = {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) > #b(w) > #c(w)} ̸∈ L2

Postup (neformálně)

1 Uvažujeme o každém kladném přirozeném čı́sle k

2 Zvoĺıme slovo z ∈ {a,b,c}∗ parametricky závislé na k tak,
aby |z| ≥ k a z ∈ L

3 Uvažujeme o všech možných rozdělenı́ch slova z na pět
část́ı u, v ,w , x , y , kde uvwxy = z, |vx | > 0 a |vwx | ≤ k

4 Pro každé takové rozdělenı́ najdeme přirozené čı́slo i tak,
aby uv iwx iy ̸∈ L

5 Pokud se nám to povede, ukážeme t́ım, že L ̸∈ L2
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2 Zvoĺıme slovo z ∈ {a,b,c}∗ parametricky závislé na k tak,

aby |z| ≥ k a z ∈ L
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Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Dokažte, že L = {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) > #b(w) > #c(w)} ̸∈ L2

Volba a rozdělenı́ slova

zvoĺıme slovo z = ak+2bk+1ck

Ruzných typů rozdělenı́ je př́ılǐs mnoho.
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zvoĺıme slovo z = ak+2bk+1ck

ak+2 ckbk+1

u v w x y
Ruzných typů rozdělenı́ je př́ılǐs mnoho.
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zvoĺıme slovo z = ak+2bk+1ck

ak+2 ckbk+1

u v w x y
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Dokažte, že L = {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) > #b(w) > #c(w)} ̸∈ L2

Volba a rozdělenı́ slova
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P̌ŕıklad 6

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Dokažte, že L = {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) > #b(w) > #c(w)} ̸∈ L2

Řešenı́

1 Uvažujeme o libovolném kladném přirozeném k

2 Zvoĺıme pro každé takové k slovo z = ak+2bk+1ck

3 Určitě plat́ı, že z ∈ L a |z| ≥ k
4 Pro každé takové slovo uvažujme o všech možných

rozdělenı́ch na 5 část́ı u, v, w, x, y, kde uvwxy = z, |vx | > 0 a
|vwx | ≤ k

5 Taková rozdělenı́ můžeme rozťŕıdit do ťŕı skupin:

• vx obsahuje pouze symboly a
• vx obsahuje alespoň jeden symbol b a neobsahuje symbol c
• vx obsahuje alespoň jeden symbol c
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rozdělenı́ch na 5 část́ı u, v, w, x, y, kde uvwxy = z, |vx | > 0 a
|vwx | ≤ k
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1 Uvažujeme o libovolném kladném přirozeném k
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Dokažte, že L = {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) > #b(w) > #c(w)} ̸∈ L2

Řešenı́

6 vx obsahuje pouze symboly a

• zvoĺıme i = 0
• ve slově uv iwx iy = uv0wx0y dojde k narušenı́ podmı́nky

#a(w) > #b(w)
• pracujeme totǐz s řetězcem z = ak+2bk+1ck a |vx | > 0

ak+2 ckbk+1

u v w x y
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• zvoĺıme i = 0
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• pracujeme totǐz s řetězcem z = ak+2bk+1ck a |vx | > 0

ak+2 ckbk+1

u v w x y
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• pracujeme totǐz s řetězcem z = ak+2bk+1ck a |vx | > 0

ak+2 ckbk+1

u v w x y

ak+2 ckbk+1

u v w x y

ak+2 ckbk+1

u v w x y

ak+2 ckbk+1

u v w x y
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7 vx obsahuje alespoň jeden symbol b a neobsahuje c
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Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Dokažte, že L = {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) > #b(w) > #c(w)} ̸∈ L2

Řešenı́

9 ukázali jsme, že pro každé uvažované rozdělenı́ lze naj́ıt
i ∈ N tak, že uv iwx iy ̸∈ L

10 Pro jazyk L tedy neplat́ı pravá strana Pumping lemmatu pro
L2

11 L ̸∈ L2
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• pro každé i ∈ N plat́ı uv iwx iy = aiak+1b ∈ L

ak+2 b

v y

2 z = aa(abc)kb
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Dokažte, že L = {w ∈ {a,b,c}∗ | #a(w) > #b(w) > #c(w)} ̸∈ L2
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P̌ŕıklad 6

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky
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3 z = ak+4bk+2ck
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• mějme rozdělenı́ u = ϵ, v = a,w = ϵ, x = ϵ, y = ak+3bk+2ck
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Tvrzenı́ o bezkontextových jazycı́ch



P̌ŕıklad 7

Abeceda

Uvažujme o abecedě Σ = {a,b,c}

Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıcı́ tvrzenı́

L1 ∈ L3 ∨ L2 ∈ L2 ⇒ L1 ∪ L2 ∈ L2

Řešenı́
• Tvrzenı́ neplat́ı

• V rámci protipř́ıkladu zvolme:
• L1 = ∅
• L2 = {anbncn | n ≥ 0}

• Potom ale L1 ∪ L2 = L2 ̸∈ L2
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Abeceda

Uvažujme o abecedě Σ = {a,b,c}

Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıcı́ tvrzenı́

∀L1 ∈ L2 : ∀L2 ∈ L3 : L1 ⊆ L2 ⇒ L1 ∪ L2 ∈ L3

Řešenı́
• Tvrzenı́ plat́ı

• Pokud L1 ⊆ L2, pak L1 ∪ L2 = L2

• Potom L1 ∪ L2 = L2 ∈ L3, neboť L3 jazyky jsou uzav̌reny na
doplněk
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P̌ŕıklad 9

Abeceda

Uvažujme o abecedě Σ = {a,b,c}

Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıcı́ tvrzenı́

∀L1 ∈ L2 : ∀L2 ∈ L3 : L1 ⊆ L2 ⇒ L1 ∩ L2 ∈ L2

Řešenı́
• Tvrzenı́ neplat́ı

• V rámci protipř́ıkladu zvolme:
• L1 = {anbncn | n ≥ 0} ∈ L2
• L2 = Σ∗ ∈ L3

• Potom ale L1 ∩ L2 = L1 = {anbncn |≥ 0} ̸∈ L2
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Turingovy stroje



P̌ŕıklad 10

Konstrukce jednopáskového Turingova stroje

Sestrojte jednopáskový TS p̌rij́ımaj́ıcı́ jazyk {wcw | w ∈ {a,b}∗}

q0

q1
∆/R

q2

c/R

#/R

∆/∆
qF

#/R

q3
a/#

#/R
b/R
a/R

q5
c/R

#/R

q7

a/#

q4

b/#

#/Ra/R b/R

q6
c/R

#/R

b/#
#/L

q8

b/L

c/L

a/L

#/R
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TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 52 / 65
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P̌ŕıklad 10

Konstrukce jednopáskového Turingova stroje
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P̌ŕıklad 11

Konstrukce v́ıcepáskového Turingova stroje

Sestrojte v́ıcepáskový TS p̌rij́ımaj́ıcı́ jazyk {wcw | w ∈ {a,b}∗}

q0

q1
(∆,∆)/(R, R)

(b,∆)/(b, b)

(a, a)/(R, R)

(b, b)/(R, R)

(a,∆)/(a, a)

q2
(c,∆)/(c, L)

(c, b)/(c, L)

(c, a)/(c, L)

q3

(c,∆)/(R, R)

(b, b)/(R, R)

(a, a)/(R, R)

(∆,∆)/(∆,∆)
qF
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P̌ŕıklad 11
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Konstrukce v́ıcepáskového Turingova stroje
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Sestrojte v́ıcepáskový TS p̌rij́ımaj́ıcı́ jazyk {wcw | w ∈ {a,b}∗}

q0 q1
(∆,∆)/(R, R)

(b,∆)/(b, b)

(a, a)/(R, R)

(b, b)/(R, R)

(a,∆)/(a, a)

q2
(c,∆)/(c, L)

(c, b)/(c, L)

(c, a)/(c, L)

q3

(c,∆)/(R, R)

(b, b)/(R, R)

(a, a)/(R, R)

(∆,∆)/(∆,∆)
qF

TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 53 / 65
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Důkazy rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti



Rekurzivnı́ jazyky

Rekurzivnı́ jazyk
• Jazyk L nad abecedou Σ je rekurzivnı́ (L ∈ LREC) tehdy,

pokud existuje úplný Turingův stroj M takový, že L(M) = L
• Úplný Turingův stroj je takový Turingův stroj, který zastav́ı pro

každý svůj vstup

ℒ3
ℒ2
ℒ1
ℒREC
ℒ0

2Σ*

REKURZIVNÍ
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Rekurzivně vyčı́slitelné jazyky

Rekurzivně vyčı́slitelný jazyk
• Jazyk L nad abecedou Σ je rekurzivně vyčı́slitelný (L ∈ LRE)

tehdy, pokud existuje (obecný) Turingův stroj M takový, že
L(M) = L

• Turingův stroj M může na některých vstupech cyklit

ℒ3
ℒ2
ℒ1
ℒREC

ℒ0

2Σ*

REKURZIVNĚ VYČÍSLITELNÉ
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Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti

Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti
• Chceme-li dokázat, že L je rekurzivně vyčı́slitelný, stačı́

popsat konstrukci (obecného) Turingova stroje M, kde
L = L(M)

• Stroj M může být
• deterministický nebo nedeterministický
• jednopáskový nebo v́ıcepáskový

Vysokoúrovňový popis chovánı́ Turingova stroje

• Nebudeme popisovat chovánı́ stroje na úrovni přechodů
• O různých operacı́ch v́ıme, že je možné je v rámci běhu

Turingova stroje provést, nebudeme je tedy v důkazu
rozvádět do detailů:

• spuštěnı́/pozastavenı́ simulace jiného Turingova stroje
• nedeterministické vygenerovánı́ nějakého řetězce
• test, zda je řetězec kódem Turingova stroje
• ...
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• Chceme-li dokázat, že L je rekurzivně vyčı́slitelný, stačı́
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P̌ŕıklad 11

Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti

Dokažte, že následuj́ıcı́ jazyk L je rekurzivně vyčı́slitelný:
L = {⟨M⟩ | ⟨M⟩ je kód TS M, kde L(M) ̸= ∅}

P̌ŕıklady řetězců paťŕıcı́ch do jazyka L

q0 q1 qF
∆/R

a/R

∆/∆

• L(M1) = {an | n ≥ 0}
• ⟨M1⟩ ∈ L

q0 q1 qF

b/R a/R

∆/R ∆/∆

• L(M2) = {a,b}∗

• ⟨M2⟩ ∈ L

q0 q1 qF
∆/∆

∆/L

∆/L

• L(M3) = ∅
• ⟨M3⟩ ̸∈ L
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P̌ŕıklad 11

Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti

Dokažte, že následuj́ıcı́ jazyk L je rekurzivně vyčı́slitelný:
L = {⟨M⟩ | ⟨M⟩ je kód TS M, kde L(M) ̸= ∅}

Simulace nedeterministicky vygenerovaného slova
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P̌ŕıklad 11
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Simulace nedeterministicky vygenerovaného slova

může skončit akceptováńım

1 2 3 4 5 6 7
w0
w1
w2
w3

krok simulace

w
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může skončit odmı́tnut́ım

1 2 3 4 5 6 7
w0
w1
w2
w3

krok simulace

w
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L = {⟨M⟩ | ⟨M⟩ je kód TS M, kde L(M) ̸= ∅}

Simulace nedeterministicky vygenerovaného slova
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Řešenı́ pomocı́ nedeterministického Turingova stroje
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6 Skončı́-li simulace přijet́ım, NTS T akceptuje vstup ⟨M⟩
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nějakého TS M. Pokud ne, odmı́tne, jinak pokračuje
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P̌ŕıklad 11

Determinismus
• P̌ri použit́ı deterministického Turingova stroje nelze provést

krok nedeterministické volby řetězce w
• Je ťreba systematicky generovat všechny řetězce nad

abecedou simulovaného stroje
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• P̌ri použit́ı deterministického Turingova stroje nelze provést
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krok nedeterministické volby řetězce w
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• P̌ri použit́ı deterministického Turingova stroje nelze provést
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abecedou simulovaného stroje
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P̌ŕıklad 11

Determinismus
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krok nedeterministické volby řetězce w
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P̌ŕıklad 11

Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti

Dokažte, že následuj́ıcı́ jazyk L je rekurzivně vyčı́slitelný:
L = {⟨M⟩ | ⟨M⟩ je kód TS M, kde L(M) ̸= ∅}
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P̌ŕıklad 11
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L = {⟨M⟩ | ⟨M⟩ je kód TS M, kde L(M) ̸= ∅}

Řešenı́ pomocı́ deterministického Turingova stroje

• Konstruujeme DTS T takový, aby L(T) = L

• DTS T má na svém vstupu řetězec nad abecedou {0, 1}
• DTS T ově̌ŕı, zda jeho vstup odpov́ıdá validnı́mu kódu ⟨M⟩

nějakého TS M. Pokud ne, odmı́tne, jinak pokračuje.
• DTS T postupně generuje veškeré řetězce nad abecedou Σ

stroje M v lexikografickém pǒradı́ w0,w1,w2, . . .

• DTS T spust́ı prvnı́ krok simulace stroje M na řetězci w0,
simulaci poté pozastav́ı a ulož́ı si ř́ıdicı́ informace na
pomocnou pásku
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Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti
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Řešenı́ pomocı́ deterministického Turingova stroje

• DTS T následně opakovně provádı́ následuj́ıcı́ postup:
• provede jeden krok všech rozpracovaných simulacı́
• provede prvnı́ krok simulace následuj́ıcı́ho dosud

nepoužitého řetězce v uvedeném lexikografickém pǒradı́

• Pokud některá simulace skončı́ odmı́tnut́ım, např́ı̌stě jǐz nenı́
spouštěna

• Pokud některá simulace skončı́ akceptovánı́m, DTS T
akceptuje svůj vstup ⟨M⟩

• Pokud je jazyk stroje M prázdný, DTS T cykĺı
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akceptuje svůj vstup ⟨M⟩

• Pokud je jazyk stroje M prázdný, DTS T cykĺı
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nepoužitého řetězce v uvedeném lexikografickém pǒradı́

• Pokud některá simulace skončı́ odmı́tnut́ım, např́ı̌stě jǐz nenı́
spouštěna

• Pokud některá simulace skončı́ akceptovánı́m, DTS T
akceptuje svůj vstup ⟨M⟩

• Pokud je jazyk stroje M prázdný, DTS T cykĺı
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Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti
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1 2 3 4 5 6 7
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Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti
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kód Turingova stroje M a ⟨n⟩ je kód přirozeného čı́sla n
• Pokud tomu tak nenı́, DTS T odmı́tne, jinak pokračuje
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abecedou stroje M, které maj́ı délku nejvýše n
• DTS T postupně spoušt́ı simulace stroje M nad všemi těmito

řetězci

TIN: 3. demonstračnı́ cvičenı́ - L2 jazyky a rozhodnutelnost 64 / 65
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řetězci
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• Konstruujeme DTS T takový, aby L(T ) = L
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Důkaz rekurzivnı́ vyčı́slitelnosti
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