Bezkontextové jazyky



JazyKy typu 2

Definice 4.1 Gramatika G = (IV, X, P, S) si nazyva bezkontextovou gramatikou, jestlize
vSechna pravidla z P maji tvar

A—a, AEN, ae(NUX)"

Lemma 4.1 Kazdy regularni jazyk je jazykem bezkontextovym.

% ProC studujeme bezkontextové jazyky?

Priklad 4.1 Jazyk L = {a"b" | n > 0}, jak vime, neni jazykem reguléarnim, je v8ak
jazykem bezkontextovym:

L = L(G) kde

G = ({5}, {a,b},{S — aSbh,S — €}, 5)
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Pro¢ mohou BG ,pocitat*”

% Sebevkladani pomoci pravidel A — aAB kde o, 8 € (N U X)"

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}
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Pro¢ mohou BG ,pocitat*”

% Sebevkladani pomoci pravidel A — aAB kde o, 8 € (N U X)"

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}

G = ({5}, {a,b},{S — aaaSbb, S — ¢}, 5)

Bezkontextové jazyky 1 — p.4/57



Pro¢ mohou BG ,pocitat*”

% Sebevkladani pomoci pravidel A — aAB kde o, 8 € (N U X)"

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}
G = ({S},{a,b},{S — aaaSbb, S — £}, 5)

% Jak docilit libovolné poradi symbolu?

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {w € {a,b}" | #4(w) = #p(w)}
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Pro¢ mohou BG ,pocitat*”

% Sebevkladani pomoci pravidel A — aAB kde o, 8 € (N U X)"

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}
G = ({S},{a,b},{S — aaaSbb, S — £}, 5)

% Jak docilit libovolné poradi symbolu?

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {w € {a,b}" | #4(w) = #p(w)}

G = ({S},{a,b},{S — aSb, S — bSa,S — SS,S — €}, S)
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Priklad bezkontextoveé gramatiky

% Pro ucely demonstrace vysvétlovanych pojmu budeme v nésledujicich prikladech
pouzivat nasledujici gramatiku.

Priklad 4.2 G = ({S, A, B},{a,b,c}, P, S), kde P obsahuje pravidla

S —+ AB
A — aAb | ab
B — bBc | be

Gramatika G generuje bezkontextovy jazyk L(G) = {a™b™1"c" |n > 1,m > 1}
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Derivacni strom

% Dulezitym prostfedkem pro grafické vyjadreni struktury véty (jeji derivace) je strom,
ktery se nazyva derivacnim nebo syntaktickym stromem.

Definice 4.2 Necht § je véta nebo vétna forma generovana v gramatice
G =(N,X,P,S)anecht S =vy = v1 = ... = v = ¢ jeji derivace v G. Derivacni strom
prislusejici této derivaci je vrcholové ohodnoceny strom s témito vlastnostmi:

1. Vrcholy derivacniho stromu jsou ohodnoceny symboly z mnoziny N U X U {e};
koren stromu je oznacen vychozim symbolem S.
2. Primé derivaci v;—1 = v;,1 =1,2,...,k kde
Vi1 = AN, p, AN E(NUX), AEN
Vi = UaA
A—a a=X;...X, jepravidlo z P,
odpovida prave n hran (A, X,),7 = 1,...,n vychazejicich z uzlu A, jeZ jsou
usporadany zleva doprava v poradi (A, X1), (A, X2),..., (A, X,).
3. Ohodnoceni koncovych uzli derivacniho stromu vytvari zleva doprava vétnou
formu nebo vétu ¢ (plyne z 1. a 2.).
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Priklad derivacniho stromu

Priklad 4.3 V gramatice z prikladu 4.2 mizeme generovat retézec aabbbbcc napr.
derivaci:
S = AB = aAbB = aAbbBc = aAbbbcc = aabbbbcce

Derivacni strom odpovidajici této derivaci vypada takto (po stranach jsou uvedena
pouzita pravidla):

S — AB

A — aAb B — bBc

A — ab B — be
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Leva a prava derivace

% Ukazme si i jiné derivace véty aabbbbce, které se lisi v poradi, v némz byly vybirany
nonterminaly pro pfimé derivace.

1. S= AB = aAbB = aabbB = aabbbBc = aabbbbcc
2. S= AB = AbBc = Abbcc = aAbbbc = aabbbbcc

Definice 4.3 Necht S = a1 = a2 = ... = a, = «a je derivace vétné formy «a. Jestlize
byl v kazdém fetezci a;,i = 1,...,n — 1 pfepsan nejlevejsi (nejpravejsi) nonterminal, pak
tuto derivaci nazyvame levou (pravou) derivaci vétné formy «.

VySe uvedené priklady derivaci predstavuji levou (1.) a pravou (2.) derivaci.

Lemmad4.2 Je-liS=a)= a1 = ... = a, = wleva, resp. prava derivace véty w, pak

kazda z vétnych forem «;, i = 1,2,...,n — 1 ma tvar:
x; A; B kde x; € X", A; € N, 5; € (NU E)*
resp. viBiyi kde y; € ¥*, B; € N,v; € (NUX)"

t.j. vetné formy leve, resp. praveé derivace maji terminalni prefixy, resp. sufixy.
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Viceznacnost gramatik

Definice 4.4 Necht G je gramatika. Rikame, Ze véta w generovana gramatikou G je
viceznacna, existuji-li alespon dva ruzné derivacni stromy s koncovymi uzly tvoricimi vétu
w. Gramatika G je viceznacna, pokud generuje alespon jednu viceznaénou vétu. V
opacném pripadé mluvime o jednoznacné gramatice.

Jazyky, které Ize generovat viceznacnou gramatikou, ale které nelze generovat
jednoznac¢nou gramatikou, se nazyvaji jazyky s inherentni viceznacnosti.

Problém viceznacnosti gramatik je nerozhodnutelny, tj. neexistuje algoritmus, ktery
by byl schopen v konecném ¢ase rozhodnout, zda dana gramatika je nebo neni

viceznacna.

Viceznacnost gramatiky je pokladana za negativni rys (vede k vétam, které maiji
nékolik interpretaci). Na druhé strané muze byt viceznaéna gramatika jednodussi
nez odpovidajici jednoznac¢na gramatika.
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Viceznacnost gramatik

Priklad 4.4 UvazZujme gramatiku G = ({E}, {+,—,*,/,(,), P, E), kde P je mnozina
pravidel
E—SE+E|E—E|ExE|E/E|(E)]|i

Jazyk L(G) je tvoren aritmetickymi vyrazy s binarnimi operacemi. Gramatika G je na
rozdil od gramatiky z prikladu 4.2 vicezna¢na. Vezméme napfiklad vétu i + i x i a
uvazujme vSechny mozné derivacni stromy.

E
et E/i\E

Neni jasné, zda prvni operaci bude nasobeni (derivacni strom vlevo), nebo scitani
(derivaéni strom vpravo).
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Priklad 4.5 Jednoznacnou gramatikou generujici tentyz jazyk je gramatika
G={FE,T F},{+,—,%/,(,),i}, P, E) s mnozinou prepisovacich pravidel P
definovanou nasledujicim zplsobem:

E—-T|E+T|E-T
T F|T«F|T/F
F—(FE)]|i
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Zasobnikové automaty



Zakladni schema

Schéma zasobnikového automatu:

\al\az\aS\a4\ - - === \an\ vstupni paska

7 vrchol zasobniku
k

ql q2 / Zk_l

konecné stavové rizeni
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Zakladni definice

Definice 4.5 Zasobnikovy automat P je n-tice P = (Q, >, T, 4, qo, Zo, F)
1. @ je kone€na mnoZzina vnitfnich stavd

3] je koneéna vstupni abeceda

I" je kone¢na zasobnikova abeceda

J je prechodova funkce ve tvaru § : Q x (S U {e}) x I' — 29"
go € @ je pocate€ni stav
Zy € T je startovaci symbol zasobniku

N o oA b

F C @ je mnozina koncovych stavu
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Konfigurace a prechod ZA

Definice 4.6 Necht P = (Q, >, T, 6, qo, Zo, F) je zasobnikovy automat. Konfiguraci
automatu P nazveme trojici (¢, w, ) € @ x X" x I'*, kde

1. ¢ je pfitomny stav vnitfniho fizeni
2. w je dosud nezpracovana cast vstupniho retézce
3. «aje obsah zasobniku (a« = Z;, Zi, ... Z;i,,, Zs, je vrchol)

Pfechod ZA P je binarni relace Fp definovana na mnoziné konfiguraci:

(q,w, B) Fp (¢ ,w',B) EL w=aw' AB=ZarB =~vaA(d,7) € g a,Z),

kdeq,¢' € Q,a e X U{e},w,w' € X", ZeT aa,B,8,y ™.

Je-li a = ¢, pak odpovidajici prechod nazyvame e-prechodem.
Relace -5, -5, 1 jsou definovany obvyklym zplsobem.

Plati-li pro fetézec w € %" relace (qo, w, Zo) Fp (q,€,7), kde g € Fa~v € I'*, pak
fikame, ze w je pfijiman zasobnikovym automatem P (qo,w, Zo), resp. (q,¢,7y) je
pocatecni, resp. koncova konfigurace.

Definujeme jazyk pfijimany zasobnikovym automatem P:
L(P) = {w|(go,w, Zo) Fp (¢,€,7) Ng € F}.
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Priklad zasobnikového automatu

Priklad 4.6 Sestrojme zasobnikovy automat, ktery pfijima jazyk L = {0"1™ | n > 0}.
- F’{eéenim je P = ({q07 qi, q2}7 {07 1}7 {27 0}7 9,90, 4, {C]O})s kde

5((]0,0 Z) {(Ql OZ)}
6(q1,0,0) = {(¢q1,00)}
6(q1,1,0) = {(q2,¢)}
0(q2,1,0) = {(g2,¢)}
5((]278 Z) — {(q07 )}

— P¥i prijeti retézce 0011 projde P témito konfiguracemi:
(q07 0011, Z) - (q17 011, OZ) - (q17 11, OOZ) - (q27 L, OZ) = (q27 &, Z) - (q07 878)

— Zasobnikové automaty Ize také popsat prechodovym diagramem, jak je ilustrovano nize
na praveé sestrojeném automatu P:

0,0/00 1,0/¢g

Z () 0,2/0Z g

1,0/e
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Navrh slozitejsich automatu

v 7

% PokrocCilejSi prace se zasobnikem.

Zkonstruujte zasobnikovy automat pro jazyk L = {a*"b°" | n > 0}
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\"A IV 4V 4

Navrh slozitejsich automatu

v 7

% PokrocCilejSi prace se zasobnikem.

Zkonstruujte zasobnikovy automat pro jazyk L = {a*"b°" | n > 0}
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Varianty zasobnikovych
automatu



v /v Vd

Rozsireny zasobnikovy automat

Definice 4.7 RozSifeny zasobnikovy automat P je sedmice P = (Q, X, T, 6, qo, Zo, F),
kde ¢ je prechodova funkce definovana takto:

§:Q x (ZU{e}) x I'" — 2@xT"
Ostatni slozky maji stejny vyznam jako v definici 4.5.

Pfiklad 4.7 Zkonstruujte RZA pro jazyk L = {a*"b" | n > 0}

@ e,e/e@ AV ;®

a,€/a b,aa/e
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“Ekvivalence RZA a ZA™

Véta4.1 Necht P = (Q,X,T,9,qo, Zo, F) je rozSifeny zadsobnikovy automat. Pak
existuje zasobnikovy automat P; takovy, ze L(Pi) = L(P).

Ddikaz. Polozme m = max{|a| | 6(q,a,a) D pronéjaké g € Q,a € XU{claa '}
Zasobnikovy automat P; budeme konstruovat tak, aby simuloval automat P.

Protoze automat P neurcuje prechody podle vrcholu zasobniku, ale podle vrcholového
fetézce zasobniku, bude automat P; ukladat m vrcholovych symbolu v jakési vyrovnavaci
paméti fidici jednotky tak, aby na pocatku kazdého prechodu védél, jakych m
vrcholovych symboll je v zasobniku automatu P.

Nahrazuje-li automat P k vrcholovych symboll fetézcem délky [, pak se totéz provede ve
vyrovnavaci pameéti automatu P;.

Jestlize | < k, pak P, realizuje k — [ e-pfechodu, které presouvaji £ — [ symboll z vrcholu
zasobniku do vyrovnavaci paméti. Automat P; pak muze simulovat dalSi pfechod
automatu P.

Je-li I > k pak se symboly pfesouvaji z vyrovnavaci paméti do zasobniku.
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Formalné muzeme konstrukci zasobnikového automatu P; popsat takto:
P, = (Ql, 21,F1,51, Zl,Fl), kde

1. Q1 =A{[q,a]l¢ e Q,aeTT A0 |a| <m}
2. I =TU{Z)}

3. Zobrazeni §; je definovano takto:
(a) Predpokladejme, Zze §(q,a, X1 ... Xx) obsahuje (r,Y1...Y)).
I. Jestlize | > k, pak pro vSechna Z € I'; a a € I'] takova, ze |a| = m — k,
pak i1 ([q, X1 ... Xral,a, Z) obsahuje ([r, 5],7Z), kde By =Y1...Yia a
8] = m.
ii. Je-lil < k, pak provSechna Z € I'y a « € I'] takova, ze |a| = m — k, pak
01([q, X1 ... Xral, a, Z) obsahuje ([r, Y1 ... YiaZ],¢).
(b) Provsechnaq e Q,7Z €T'1 aa € I'7 takova, ze |a| < m, plati
01([q, al, e, Z) = {(|q, aZ], €)}. Tato pravidla vedou k naplnéni vyrovnavaci
paméti.
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4. q1 = [qo, Zo, Z"~*]. Vyrovnavaci pamét obsahuje na potatku symbol Z, na
vrcholu a m — 1 symbolu Z; na dalSich mistech. Symboly Z; jsou specialni znaky
pro oznaceni dna zasobniku.

5. 1 ={[q,a] |q€ F,a eI'(}
Lze ukazat, ze (a,aw, X1 ... Xpx Xgqr1... Xn) Fp (r,w, Y1 ... V1 Xkt ... X,) plati,
prave kdyz ([q, ], aw, B) I-jSl ([r,a'],w, 8") kde
af=X1... X, 27
a'ﬁ’ = Yl c e }/le—kl . XnZEn
o = |a'| =m
a mezi témito dvéma konfiguracemi automatu P; neni Zzadna konfigurace, ve které
by druhy Clen stavu (vyrovnavaci pamét) mél délku m.

Tedy relace (qo,w, Zo) Fp (q,e, ) pro q € F,a € T'* plati, prave kdyz
(lg0, Zo, Z" Y], w, Z1) Fi, ([a, B, €,7), kde |8] = m @ By = aZi". Tedy L(P) = L(Py). O
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ZA prijimajici s vyprazdnenim zas.

Definice 4.8 Zasobnikovy automat nebo rozSireny zasobnikovy automat
P=(Q,%,T,0,q0,7Z,0) pfijima s vyprazdnénim zasobniku, pokud

L(P) ={w | (q0,w, Z0) F" (g,¢,¢),q € Q}

Véta 4.2 Ke kazdému ZA (resp. RZA) P existuje ZA (resp. RZA) P’, ktery pfijima
s vyprazdnénim zasobniku, takovy, ze L(P) = L(P’).

Dikaz. (Hlavni mySlenka) Opét budeme konstruovat automat P’ tak, aby simuloval
automat P. Kdykoli automat P dospéje do koncového stavu, prejde automat P’ do
specialniho stavu ¢., ktery zpusobi vyprazdnéni zasobniku. Musime vSak uvazit situaci,
kdy automat P je v konfiguraci s prazdnym zasobnikem, nikoli vSak v koncovém stavu.
Abychom zabranili pfipad(im, Ze automat P’ pfijima fetézec, ktery nema byt prijat,
pridame k zasobnikové abecedé automatu P’ znak, jenz bude oznacovat dno zasobniku
a muze byt vybran pouze tehdy, je-li automat P’ ve stavu g.. O
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Ekvivalence bezkontextovych jazyku a jazyku
prijimanych zasobnikovym automatem

Oznacme tridu vSech jazyku pfijimanych zdsobnikovymi automaty symbolem Lp.
Dokéazeme, Z2e Lo, = Lp postupem analogickym s dikazem tvrzeni L3 = L. Ukazeme
tedy, ze

* ke kazdeé bezkontextové gramatice existuje ekvivalentni zasobnikovy automat, tj.
LoC Lp

® a ke kazdému zasobnikovému automatu existuje ekvivalentni gramatika typu 2, .
Lp C Lo

Pro dukaz inkluze L2 C Lp zkonstruujeme (redundantne) automaty modelujici oba typy
syntaktické analyzy prislusného bezkontextového jazyka.
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L, C Lp —Analyza shora dolu

Véta 4.3 Necht G = (N, 3, P, S) je bezkontextova gramatika. Pak existuje zasobnikovy
automat P, ktery pfijima s vyprazdnenim zasobniku takovy, ze L(G) = L(P).

Dukaz. Zasobnikovy automat P vytvorime tak, aby vytvarel levou derivaci vstupniho
fetézce v gramatice G (modeloval syntaktickou analyzu shora dolt). Necht P je ZA:

P={q},X,NUX,¥,q,S,0), kde ¢ je urCena takto:

Je-li A — « pravidlo z P, pak (¢, «) € 6(q,¢e, A)
d(q,a,a) ={(q,e)} provsSechna a € X

Indukci Ize dokazat ekvivalenci
A="w < (q,w,A)F" (q,e,e),m,n>1,we X"

coz pro pripad A = S znamena L(G) = L(P).
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Priklad 4.8 Ke gramatice
G = ({S},{0,1},{S — 051,S — 01}, 5),

sestrojime zasobnikovy automat P, ktery modeluje syntaktickou analyzu shora dolu:
P = ({q},{0,1},{S,0,1},8, ¢, S, 0), kde

0(q,¢,5) = {(q,051), (¢,01)}
0(¢,0,0) = {(g;¢)}
0(q,1,1) = {(g,¢)}

Skutecné, napf. derivaci
S = 051 = 00511 = 000111

odpovida posloupnost prechodl automatu P:

(g,000111, S) F (g,000111,051) F (g,00111, S1) I (g,00111,0511) + (¢,0111, S11) F
(g,0111,0111) - (q,111,111) + (¢,11,11) + (¢, 1,1) F (g, ¢, €)
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Lo C Lp —Analyza zdola nahoru

Véta 4.4 Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika. Pak Ize ke gramatice G
sestrojit RZA P takovy, ze L(G) = L(P).

Dukaz. RZA P sestrojme tak, aby modeloval syntaktickou analyzu zdola nahoru. Necht
P je RZA

P=({gr}, S, NUSU{#}8,q,#,{r})

kde ¢ je urCena takto:

1. Je-li A — « pravidlo z P, pak §(q, €, «) obsahuje (¢, A). - redukce
2.6(q,a,e) = {(q,a)} provSechna a € % - shift

3.0(q,e,S#) = {(r,e)}
Indukci Ize opét dokazat L(G) = L(P).
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Priklad 4.9 Na gramatiku
G = ({5},{0,1},{S — 051,5 — 01},5)
aplikujeme nyni vetu 5.4. Vysledny RZA bude mit tvar:
P =({g,7},{0,1},{0,1,5,#},0,q, #,{})
kde ¢ je definovana takto

0(q,e,051) ={(q,S)} redukce
4(q,e,01) ={(q,5)} redukce
4(q,0,¢) ={(q,0)} shift
d(q,1,e) ={(q,1)} shift
5((]7 &, #S) — {(Tv 5)}

Derivaci S = 051 =- 0011 odpovida posloupnosti konfiguraci (¢, 0011, #) - (g, 011, #0)
(¢,11,7#00) & (g,1,#001) & (g, 1, #0S) I (g,&, #0S1) k- (g,¢, #5) F (r,¢,¢)

Poznamka 4.1 Vrchol zasobniku uvadime, pro lep$i Citelnost, vpravo
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*[:P g [:2*

Véta4.5 Necht P = (Q,%,T,9,qo, Zo,D) je zdsobnikovy automat pfijimajici
s vyprazdnenim zasobniku. Pak existuje gramatika G = (N, X, P, S) takova, ze

Dukaz. Gramatiku G budeme definovat formalnée takto:
N ={[gZr]|q,r€Q,Z €T} U{S}
Jestlize (r, X1 X2...Xk) € §(q,a,2), k > 1, pak k P pfidej pravidla tvaru
(qZsk| — alrXis1][s1X2s2] ... [sk—1XkSk]
pro kazdou posloupnost stavl si, s2, ..., sy Z mMnoziny @
Jestlize (r,e) € d(q, a, Z), pak k P pridej pravidlo [¢Zr] — a (pro a € X U {¢e})
Pro kazdy stav q € Q pridej k P pravidlo S — [go Zoq]
Indukci Ize dokazat S = [qoZoq] = w pravé kdyz (qo, w, Zo) F* (q,€,¢)
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Ekvivalence L, = Lp

Véta 4.6 Trida bezkontextovych jazyku a trida jazyku prijimanych zasobnikovymi
automaty jsou totozné.

Dukaz. Primy dusledek vét 4.4 a 4.5.
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Transformace bezkontextovych
gramatik



Ekvivalentni gramatiky

Definice 4.9 Necht G; a G2 jsou gramatiky libovolného typu Chomskeého klasifikace. G4
a G2 jsou ekvivalentni, pokud L(G1) = L(G2).

Véta 4.7 Necht G = (N, 3, P, S) je gramatika, A - aBfS, B€ N, o, € (NUX)" je
pravidloz Panecht B — v1 | v2 | ... | 7= jsOu vSechna B-pravidla z P. Pak gramatika
G' = (N,%, P, S) kde

P =P\{A— aBB}U{A — ay18,A = ayf,...,A— av.B}

je ekvivalentni s gramatikou G.

Dukaz. Na cviceni. O
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Priklad 4.10
Gramatiky s pravidly

E
E>E+T|T /l\
T 5 T+F|F

F o (B)| E 7 T
/ V\
resp. / T . -

E—E+T+«F|E+F|T

Bk i

jsou ekvivalentni.
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Nedostupné a zbytecné symboly

Definice 4.10 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a X € N U X symbol. Rikame, ze
symbol X je nedostupny v G, jestlize v G neexistuje derivace S =" aX 3 pro néjaké
a, B € (N UX)". Symbol X nazyvame zbyteCny v G, jestlize v G neexistuje derivace
tvaru S =" a X =" zxy pro ngjaké o, 8 € (N UX)" a zxy € X~.

Priklad 4.11 Uvazujme gramatiku G = ({S, A, B}, {a,b}, P, S) s pravidly:

S—SB|a
A—b
B — Ba

Symboly A, B, b jsou zbyte¢né. Symboly A, b jsou nedostupné.

Poznamka 4.2 G’ = ({S},{a},{S — a}, S) je ekvivalentni s G.
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Nonterminaly generujici terminalni retezce

Algoritmus 4.1 Vypocet mnoziny nonterminald generujicich terminalni retézce
Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S).

Vystup: Mnozina Ny = {A € N | A= w,w € ¥*}.

Metoda: Poéitame mnoziny Ny, N1, No, ... rekurentné takto:

1. NO = @,Z =1
2. Nii={A|A—ajevPaac (N1 UX)"}
3. Je-liN; # N;_1,i:=1+1avrat se k (2). Je-li N; = N;_1, poloz N; = N, a skonci.
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Dostupné symboly

Algoritmus 4.2 VypocCet mnoziny dostupnych symbolu

Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S).

Vystup: MnozinaV ={X e NUX | S =" aXb,a,8 € (NUX)"}.
Metoda:

1. Vo:={S},i=1
2. Vi={X|A—-aXpfjevPaAcV,_1} UV,
3. Je-liV;#AV,_1,i:=i+1avrat se k (2). Je-li V; = V;_1, poloz V =V, a skonéi.
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Odstraneni zbytecnych symbolu

Algoritmus 4.3 Odstranéni zbytecnych symboll
Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S).
Vystup: Gramatika G' = (N', X', P’, S) bez zbyteCnych symboll, L(G) = L(G").
Metoda:
1. Aplikaci algoritmu 4.1 na G vypocéti mnozinu N;.
2. Poloz G = (N, U{S},%, P, S), kde
?:{A%OAI(A—)O() c PNAe N: N € (NtUZ)*}

3. Aplikaci algoritmu 4.2 na G vypocti mnozinu V.

4. Vyslednou gramatiku G’ sestroj takto:
@ N =N:NV
b) ¥ =%XnNnV
(c) P={A—a|(A—>a)e PNAEN ANaeV*}

Poznamka: Sjednoceni N; U {S} v bodé 2 feSi pfipad, kdy L(G) = 0 a N; = (), ovéem
gramatika musi mit svuj startovaci symbol.
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Priklad 4.12 Uvazujme gramatiku
G =({S, A, B},{a,b},{S —a,S— A, A — AB,B — b}, 5).

1. No=0, N, = {S, B}, Ny = N1 = N, = {S, B}
G = ({S,B},{a,b},{S — a,B — b},9)
Vo={S}h Vi ={S,a}, Vo =Vi =V ={S,a}
G" = ({5}t {a},{S = a},9).

> L

Poznamka 4.3 Poradi kroku 2. a 4. je vyznamné.
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Odstraneni -pravidel

Definice 4.11 ( je gramatikou bez e-pravidel, jestlize neobsahuje zadné <-pravidlo
(pravidlo tvaru A — ¢), nebo, pokud ¢ € L(G), potom obsahuje jediné e-pravidlo S — ¢ a
S se pak nevyskytuje na pravé strané zadného prepisovaciho pravidla.

Algoritmus 4.4 Transformace na gramatiku bez s-pravidel
Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S).
Vystup: Gramatika G’ = (N', X, P, S’) bez e-pravidel ekvivalentni s G.
Metoda:
1. Vypodéitej mnozinu N. = {A € N |A=" ¢}
2. Kazdé pravidlo z P, které neni e-pravidlem, uvazuj ve tvaru
A— apBia1Bs ... Brag, kde B; € Ne, a4 € (N\Ng UE)* pro: = 1,...,k
Toto pravidlo nahrad mnozinou pravidel, které vzniknou vSéemi moznymi
substitucemi B; ~ B; a B; ~ e proi=1,...,k (to jest substitucemi, kdy
nonterminaly z N. jsou alternativné ponechavany a vypoustény). PocCet téchto
substituci (novych pravidel) je zfejmé 2*.
3. VsSechna e-pravidla vypust.

Pokud S € N, pak N' = N U {S"}, kde S’ je novy nonterminalni symbol, a pridej
pravidla S — ¢ | S, v opatném pfipadé N' = N, S =S
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Priklad 4.13 Uvazujme gramatiku G = ({A, B, C},{a, b, c}, P, A) s pravidly:

A — AbAcBC |e|a
B—ble
C—cle

1. N.={A,B,C}

2. A— AbAcBC
A — bAcBC
A — AbcBC
A— beBC

A — be
A—a
B —b
C —c

3. A >«
A — A

A’ je novy startovaci symbol.
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Odstraneni jednoduchych pravidel

Definice 4.12 Pravidlo tvaru A — B, kde A, B € N nazyvame jednoducheé pravidlo.

Algoritmus 4.5 Transformace na gramatiku bez jednoduchych pravidel

Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S) bez e-pravidel.
Vystup: Gramatika G’ = (N, X, P’, S) bez jednoduchych pravidel ekvivalentni s G.

Metoda:
1. ProvSechny A € N vypocCitej mnozinu Ny = {B € N | A =" B}, poloz P’ := .
2. Necht B — a, a ¢ N je pravidlo z P. Potom k P’ pfidej nova pravidla A; — « pro
vSechny A;, kde B € Nga,.
3. Vysledna mnozina pravidel P’ tvofi vSechna pravidla gramatiky G’ (neobsahuje
jednoducha pravidla).

NA1 NAZ NA3 NAk

Nova pravidla: A1 — « As = «
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Priklad 4.14 Uvazujme gramatiku G = ({E, T, F},{i,+,*,(,)}, P, E) s pravidly:

E—-E+T|T
T —TxF|F
F — |

1. Nalezneme mnoziny N4 pro véechny A € N:
NE:{E7T7 } NT:{T7 } NF:{ }

2. Doplnujeme nova pravidla a vypoustime jednoducha pravidla:
E—-FE+T|TxF| |
T —TxF| |
F — |
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Cyklus

Definice 4.13 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika, A € N. Gramatika GG obsahuje
cyklus, jestlize A =1 A.

Veéta 4.8 Jestlize gramatika G = (N, X, P, S) obsahuje cyklus v nonterminalu A, A € N
a jestlize existuje derivace

S=*aAB =T w,we X a pfc(NUD"
pak G je viceznacna.

Dukaz. Existuje-li derivace
S =*aAB =1 w
pak vzhledem k existenci cyklu A =7 existuje i derivace
S =*aAf = anfB=anB=...=>aAf =T w

Témto derivacim pfislusi razné derivacni stromy. O
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Zdroje cyklu

Jednoducha pravidla (tvaru A — B), napf.
A=B=C=A

v dusledku pravidel A - B, B - C,C — A
e-pravidla, napf.

A= AB= A

v dusledku pravidla B — ¢
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Viastni gramatika

Definice 4.14 Gramatika bez zbyte¢nych symbold, e-pravidel a bez cykll se nazyva
vlastni gramatikou.

Véta 4.9 Kazda bezkontextova gramatika ma ekvivalentni vlastni gramatiku.

Dukaz. Aplikaci algoritmu 4.3 a 4.4 odstranime zbyteCné symboly a e-pravidla. Jestlize

po této transformaci existuje v G derivace A = A, . cyklus, pak jeho pricinou mohou
byt pouze jednoducha pravidla a ty I1ze odstranit aplikaci algoritmu 4.5. Na zavér je nutné
znovu aplikovat algoritmus 4.3, jelikoz po aplikaci algoritmu 4.5 mohou znovu vzniknout
nedostupné symboly. O
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Odstraneni levé rekurze

% Zakladem algoritmu je odstraneni pfimé leveé rekurze, tj. levé rekurzivnich pravidel,
podle nasledujici transformace:

Véta 4.10 Necht gramatika G ma levé rekurzivni pravidla v nonterminélu A a necht
A — Ao ’AO&Ql |A()ém’51 ’52’ |Bn

jsou vSechna jeji A-pravidla, pficemz retézce (5; nezacinaji symbolem A. Pak gramatika
G', ve které budou tato pravidla nahrazena pravidly:

A= B1|B2]| ... |Bn|BrA" | B2A"| ... | BrA

A o |az] ... |a1A’|a2A’| |ozmA’

kde A’ je novy nontermindl, je ekvivalentni s G.
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Dukaz. Uvedend transformace nahrazuje pravidla rekurzivni zleva pravidly, které jsou
rekurzivni zprava. Oznacime-li jazyky L1 = {51, 582,...,08n} @ Lo = {1, a2, ..., am},
vidime, Zze v GG Ize z nonterminalu A derivovat retézce tvorici jazyk L1 L5. Pravé tyto
fetézce mlizeme vSak derivovat z A také v gramatice G'. Efekt popisované transformace

ilustruje nasledujici obrazek. O
A A
¥\ ¥\
A ai, B A’
¥ X ¥
A a'z aik A’

CCN ¥ .

‘ al —> ai * ’
A 3 DR k-1 A

Y\ ¥ 4
A of i, A’
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Priklad 4.15 Uvazujme gramatiku G = ({E, T, F},{i,+,*,(,)}, P, E) s pravidly:

E—-E+T|T
T TxF|F
F—(FE)|i

E—-E+T|T
ar =+1,81 =T
T—-Tx«F|F
a1 = *xF, 61 = F

E—T|TE
E' —+T| +TF
T—F|FT
T — *xF | « FT'
F—(FE)|1
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Odstranéni neprimé leve rekurze

% Odstranéni nepfimé levé rekurze spociva v opakovaném aplikovani transformace
podle véty 4.7 (rozgenerovani pravidla) a transformacnich vzorcl pro odstranéni pfimé
levé rekurze (véta 4.10).

Priklad 4.16 Uvazujme gramatiku G = ({S, A, B}, {a,b}, P, S) s pravidly:

S — AB
A— BS|b

B— SA|a

Na pravidlo B — S A aplikujeme dvakrat vetu 4.7:

B — ABA
B —- BSBA | bBA

Na vSechna B-pravidla
B — BSBA|bBA |a
aplikujme transformaci véty 4.10:

B - bBA|a|bBAB' |aB’
B' — SBA|SBAB'
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Normalni formy
bezkontextovych gramatik



Chomského normalni forma (CNF)

Definice 4.15 Bezkontextova gramatika G = (N, %, P, S) je v Chomského normalni
forme, ma-li kazdé pravidlo z P jeden z téchto tvaru:

1. A— BC,kde A,B,C € N
2. A—a,kdeacX

3. je-lie e L(G), pak S — ¢ je jediné e-pravidlo a S se nevyskytuje na prave strane
zadného prepisovaciho pravidla.

Problém: Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika v CNF a necht w € L(G) a
S =¢ w. Jaka je délka fetézce w?

Reseni: Oznaéme |w| = n. Zfejmé plati

p=n+n—1)=2n-1
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Véta 4.11 Necht G je bezkontextova gramatika. Pak existuje gramatika G’ v Chomského
normalni formé takova, ze L(G') = L(G).

Dukaz. (Hlavni mySlenka) Gramatiku G prevedeme na ekvivalentni vlastni gramatiku bez
jednoduchych pravidel.

1.
2.

Pravidla tvaru (1), (2) a (3) ponechame.

Pravidlatvaru A — X1 X, ... X, kde X; e (NUX)proi=1,...,n,n > 2,
transformujeme na A — X{(X>X3...X,), kde (X2X35...X,) je novy nontermindl
a X je novy nonterminal pokud X; € X, nebo X; = X; v opacném pfipadé.

Pravidla tvaru A — X X, transformujeme na pravidla A — X{X,, kde X je novy
nontermindl pokud X; € 3, nebo X = X, v opatném pfipadé pro: € {1,2}

Pro nové nontermindly tvaru (X; Xs ... X,), n > 2, zavedeme pravidla
(X1X2...Xpn) = X1(X2... X)) pron > 2a (X1 X2) = X1 X, pron = 2, kde
(X2...X,) je novy nonterminal a X je novy nonterminal pokud X; € X, nebo
X, = X; v opatném pfipadé pro i € {1,2}.

Pro nové nontermindly tvaru X;, kde X; € X pfidame pravidla tvaru X — X;.
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Priklad 4.17 Uvazujme gramatiku G = ({A, B}, {a,b,c}, P, A) s pravidly:

A — BAB | Ba | bc
B — AB|a|BBB

Po aplikaci transformaci (1.)-(4.) ziskame CNF ve tvaru:

A — B{(AB)|Bd’'|b'c
B - AB | a | B(BB)
(AB) — AB

(BB) — BB

a —a

b — b

¢ —c
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Greibachové normalni forma (GNF)

Definice 4.16 Bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) je v Greibachové normalni
forme, je-li G gramatikou bez e-pravidel a kazdé pravidlo z P (vyjma pripadného pravidla

S — ) ma tvar:
A—aa,kdea € X, ae N*
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