Meze rozhodnutelnost

Existuji jazyky (problémy), jez nejsou rekurzivné vycislitelné (Caste¢né rozhodnutelné)?

Které jazyky, resp. problémy, nejsou rekurzivni (rozhodnutelné)?
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Hierarchie jazyku/problemu

Nerozhodnutelné problémy, které jsou
casteCné rozhodnutelné

Nerozhodnutelné
problémy

Nerozhodnutelné problémy,
které nejsou ani Castecné
rozhodnutelné

Rozhodnutelné
problémy

+ Ekvivalence trid: £3 = £KA £2 = ﬁZA £1 = ﬁLOA £o = ﬁTs = ﬁRE
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Jazyky mimo tridu O



Existence jazyku mimo tridu 0

Véta 9.1 Pro kazdou abecedu X existuje jazyk nad X, ktery neni typu 0 (ij. rekurzivné
vycislitelny).

Dukaz.
1. Libovolny jazyk typu 0 nad > muze byt pfijat TS s I' = X U {A}: Pokud M pouziva
vice symbollu, muzeme je zakddovat jako jisté posloupnosti symbolu ze X U {A} a
sestrojit TS M’, ktery simuluje M.

2. Nyni muZzeme snadno systematicky vypisovat véechny TS s I' = X U {A}.
Zacneme stroji se dvéma stavy, pak se tremi stavy, ...
Zaveér: Mnozina vSech takovych stroju a tedy i jazyku typu 0 je spocetna.

3. Mnozina ©* ale obsahuje nekoneéné& mnoho fetézci a proto je mnozina 2=

zahrnujici véechny jazyky nespocetna — dukaz viz dal$i strana.

4. Z rozdilnosti mohutnosti spocetnych a nespocCetnych mnozin plyne platnost
uvedené véty.
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Lemma 9.1 Pro neprazdné, koneéné ¥ je mnozina 2~ nespodetna.

Dukaz. Dukaz provedeme tzv. diagonalizaci (poprvé pouzitou Cantorem pri dukazu
rozdilné mohutnosti N a R).
Predpokladejme, Zze 2~ je spodetna. Pak dle definice spoéetnosti existuje bijekce
f N<+— 2%",
Usporadejme X* do néjaké posloupnosti wi, w2, ws, ..., napfr. ¢, =, y, xx, xy, yx,
vy, rxx, ... pro % = {z,y}. Nyni muzeme f zobrazit nekoneCnou matici:

wo w1 w2 e W5
Lo = f(0 a a a e AOG een , .
0 =J(0) aoo a0 ao 0 0, jestlize w; ¢ Li,
L, = f(l) aio aii ai2 ai; , kde A5 = , o
1, jestlize w; € L;.
LQ = f(2) a0 a1 a9 a;

Uvazujme jazyk L = {w; | a;; = 0}. L se lidi od kazdého jazyka L; = f(i), i € N:
je-li a;; = 0, pak w; patfi do jazyka,
je-li a;; = 1, pak w; nepatri do jazyka.
Sougasné ale L € 2>, f tudiz neni surjektivni, coZ je spor.
O
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Problém zastaveni



Problem zastaveni TS

Véta 9.2 Problém zastaveni TS (Halting Problem), kdy nas zajima, zda dany TS M
pro danou vstupni vétu w zastavi, neni rozhodnutelny, ale je ¢castec¢né rozhodnutelny.

Dukaz.

Problému zastaveni odpovida rozhodovani jazyka
HP = {{M)#(w) | M zastavi pfi w}, kde (M) je kdd TS M a (w) je kdd w.

Castednou rozhodnutelnost ukaZzeme snadno pouzitim modifikovaného
univerzalniho TS Ty, ktery zastavi pfijetim vstupu (M)#(w) prave tehdy, kdyz M
zastavi pfi w — modifikace spociva v prevedeni abnormalniho zastaveni pfi
simulaci na zastaveni prechodem do ¢r.

Nerozhodnutelnost ukazeme pomoci diagonalizace:

1. Prox € {0,1}", necht M, je TS s kdbdem =z, je-li x legalni kdéd TS. Jinak
ztotoznime M, s pevné zvolenym TS, napf. TS, ktery pro libovolny vstup
okamzité zastavi.

2. Muzeme nynl' sestavit posloupnost ME, Mo, Ml, Moo, M01, MlO, Mll, Mooo,
zahrnujici vSechny TS nad ¥ = {0, 1} indexované retézci z {0, 1}".

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.
3. Uvazme nekonecnou matici
€ 0 1 00 01 10
M Hy, e Hy.o  Hwmn Hy.o0o0  Hu..01
Mo  Hwyyge  Humgo o Hmgn Hago0 o Hag o1
M, Hyy e  Hymyo Hyvyn Hap00  Havpo1
Moo  Hnigoe  Hagg,o Hagg,t  Huigg,00  Hiagg,01

Mo HM01,€ HM01,0 HM01,1 HM01,00 HM01,01

C, jestlize M, cykli na y,

kde H =
Moy { Z, jestlize M, zastavi na y.

4. Predpokladejme, Ze existuje uplny TS K prijimajici jazyk H P, tj. K pro vstup
(M)#(w)
zastavi normalné (prijme) prave tehdy, kdyz M zastavi na w,
zastavi abnormalné (odmitne) prave tehdy, kdyz M cykli na w.
5. Sestavime TS N, ktery pro vstup = € {0,1}":
Sestavi M, z x a zapise (M, )#x na svou pasku.
Simuluje K na (M, )#x, pfijme, pokud K odmitne, a prejde do nekonecného
cyklu, pokud K prijme.
Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

VSimnéme si, Zze N v podstaté komplementuje diagonalu uvedené matice:
€ 0 1 00 01 10
M Hy.e Hm.o Hwm.n1  Hwmoo00  Hwao1
Mo  Hwmge  Hwmgo o Hmgn  Hwumgo0 o Hig o1
My Hy e H o Hr a Hr 00 Hr o1
Moo  Hagg,e Hugg,o Huggn  Hivigg,00  Hargg,o1

Mo HM01,€ HM01,0 HM0171 HM01,00 HM01,01

6. Dostavame, ze
N zastavinax <« K odmitne (M.)#(x) (definice N)
< M, cyklinazx (pfedpoklad o K).

7. To ale znamena, Zze N se lisi od kazdého M, alespon na jednom retézci —
konkrétné x. Coz je ovSem spor s tim, Ze posloupnost
Me, Mo, Ml, Moo, MOl, MlO, Mll, Mooo, zahrnuje véechny TS nad X = {0, 1}
Tento spor plyne z predpokladu, Ze existuje TS K, ktery pro dany TS M a dany
vstup = urCi (rozhodne), zda M zastavi na z, Ci nikoliv.

O
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% Ukazali jsme, Ze problém zastaveni TS je ¢astecné rozhodnutelny a tedy jazyk H P
rekurzivné vycislitelny. Z véety 7.8 pak plyne, Ze komplement problému zastaveni neni
ani castecne rozhodnutelny a jazyk co-H P = {{M)#(w) | M nezastavi pfi w} je
prikladem jazyka, jenz neni ani rekurzivne vycislitelny.

S dalSim prikladem takového jazyka se seznamime v nasledujicim problému.
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Redukce
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Dukaz nerozhodnutelnosti redukci

% Technika redukce patfi spolu s diagonalizaci k nejpouzivanéjSim technikam dukazu, ze
néjaky problém neni rozhodnutelny (Caste¢né rozhodnutelny) — neboli, Zze urCity jazyk
neni rekurzivni (rekurzivne vycislitelny):

vime, Ze jazyk A neni rekurzivni (rekurzivne vycislitelny),
zkoumame jazyk B,
ukazeme, ze A lze uplnym TS prevést (redukovat) na B,

to ale znamen@, Ze B rovnéz neni rekurzivni (rekurzivné vycislitelny) — jinak by $lo
pouzit uplny TS (ne-uplny TS) pfijimajici B a prislusné redukce k sestaveni
uplného TS (ne-uplného TS) pfijimajiciho A, coz by byl spor.

< Argumentace vySe samozrejme ukazuje, ze redukci Ize pouzit i pri dokazovani, ze
urcity problém je rekurzivni (Castecné rekurzivni).
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Definice 9.1 Necht A, B jsou jazyky, A C ¥*, B C ¥*. Redukce jazyka A na jazyk B je
totalni, rekurzivné vycislitelna funkce o : ¥* — U™ takova, ze
Vw € ¥ w € A< o(w) € B.

< Existuje-li redukce jazyka A na B, fikame, Ze A je redukovatelny na B, coz znaCime
A < B.

Veta 9.3 Necht A < B.
1. Neni-li jazyk A rekurzivné vycCislitelny, pak ani jazyk B neni rekurzivne vycislitelny.
2. Neni-li jazyk A rekurzivni, pak ani jazyk B neni rekurzivni.

1. Je-lijazyk B rekurzivne vycislitelny, pak i jazyk A je rekurzivné vycislitelny.

2. Je-lijazyk B rekurzivni, pak i jazyk A je rekurzivni.
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Dikaz. Dokazeme, ze pokud A < B, pak (1) je-li jazyk B rekurzivné vycislitelny, pak i
jazyk A je rekurzivné vycislitelny:
Necht Mr je uplny TS pocitajici redukci o z A na B a Mp je TS pfijimajici B.
Sestrojime M 4 pfrijimajici A:
1. M4 simuluje Mgz na vstupu w, coz transformuje obsah pasky na o(w).
2. M4 simuluje vypocCet Mg na o(w).
3. Pokud Mp zastavi a prijme, M 4 rovneéz zastavi a pfijme, jinak M 4 zastavi
abnormalné nebo cykli.
Zrejme plati:
M4 pfijme w < Mp pfijme o(w)
< o(w)eB
& weA (definice redukce).

Tvrzeni (1) je kontrapozici (1); tvrzeni (2) dokdZzeme podobné jako (1) pfi pouZiti Upiného

TS Mp; tvrzeni (2) je kontrapozici (2).

Kontrapozice: p— qg< —q— —p (Modus tollens)
O
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Problém nalezitosti a
dalsi problemy



Probléem nalezitosti pro L

Véta 9.4 Problém nalezitosti (Membership Problem (MP)) fetézce w do jazyka L
typu 0 neni rozhodnutelny, ale je ¢astecné rozhodnutelny.

MP ={ <M> # <w> | M je TS, ktery akceptuje w}

Dikaz. Casteéna rozhodnutelnost je zfejma (podobné jako u H P vyuzijeme Ty).
Nerozhodnutelnost ukazeme redukci z problému zastaveni: HP < M P.

Pozadovana redukce je funkce o : {0,1,#}* — {0, 1, #}* definovana jako
o(<M> # <w>) =<M'> # <w> .

Pokud vstup <M> # <w> neni korekini instance H P, tak funkce o vraci kod TS
M' takového, ze L(M') = 0 (tj. <M'> # <w> ¢ M P). Jinak o vraci kod TS M’,
ktery pracuje nasledovneé.

M' nejdfive spusti simulaci stroje M na vstupu w. Poznamenejme, ze kédy M
a w jsou primo ulozeny v kédu M.

Pokud simulace cykli, tak M’ cykli pro svij vstup w.

Pokud simulace skonéi, tak M’ akceptuje svij vstup w.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

Tudiz pro M’ plati:
<M># <w>€ HP = wec L(M') = <M'> # <w>¢c MP a

<M># <w>¢ HP =>w & L(M') = <M'> # <w> ¢ MP +—

<M'># <w> € MP = <M> # <w> € HP (pouzijeme kontrapozici)

neboli <M> # <w> € HP <= o(<M> # <w>) € MP.

Je vidét, Ze vySe popsanou konstrukci stroje M’ Ize implementovat pomoci
uplného TS a tudiz funkce o je totalni, rekurzivne vycislitelna funkce.

< Podobné jako u problému zastaveni nyni z véty 7.8 plyne, Ze
komplement problému nalezitosti neni ani caste¢né rozhodnutelny a
jazyk co-M P = {{M")#(w") | w" & L(M")} je dalSim pfikladem jazyka, jenz
neni ani rekurzivné vycislitelny.
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Priklady dalsich problemu pro TS

VVVVVV

korektnosti) 1ze ukazat, Ze napr. nasledujici problémy jsou rozhodnutelné:
Dany TS ma alespon 2005 stavu.
Dany TS ucCini vice nez 2005 kroku na vstupu .
Dany TS ucCini vice nez 2005 kroku na nejakem vstupu.

< Konstrukci prislusného (ne-uplného) TS a dukazem nerekurzivnosti redukci Ize ukazat,
Ze napf. nasledujici problémy jsou ¢astecné rozhodnutelné:

Jazyk daného TS je neprazdny.
Jazyk daného TS obsahuje alespon 2005 slov.

% Dukazem redukci, Ze jazyky odpovidajici nasledujicim problémum nejsou ani parcialné
rekurzivni Ize ukazat, Ze napfr. nasledujici problémy nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné:

Jazyk daného TS je prazdny.
Jazyk daného TS obsahuje nanejvys 2005 slov.
Jazyk daného TS je konecny (regularni, bezkontextovy, kontextovy, rekurzivni).
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Jak poznat, ze jazyk je/neni REC/RE?

< Tato charakterizace nelze efektivhé pouzit k dukazu dané vlastnosti.

% Jazyk je L rekurzivni pokud existuje pro vSechna w € L konecny certifikat prislusnosti
do jazyka a pro vSechna w ¢ L konecny certifikat neprislusnosti.

L1 ={ <M> # <w> | M je LOA, ktery akceptuje w}

Lo={<A>|Aje KA, t.z. L(A) = 0}

Ls ={ <M>| M je TS, ktery ucCini vice nez 2005 kroku na vSech vstupech}
% Jazyk je L rekurzivné vycislitelny pokud existuje pro vSechna w € L konecny certifikat
prislusnosti do jazyka (certifikat nepfislusnosti muze byt nekonecny) .

MP ={ <M> # <w>| M je TS, ktery akceptuje w}

Ly ={<M>|MijeTS,t.z. L(M) # 0}

Ls ={<M>| MijelLOAt.2. L(M) # X"}

% Jazyk je L neni ani rekurzivné vycislitelny pokud pro néjaké w € L neexistuje konecny
certifikat prislusnosti do jazyka (certifikat neprislusnosti muze byt konecny) .

Co-MP = { <M> # <w> | M je TS, ktery neakceptuje w}
Ly={<M>|MijeTStz. L(M)=0}
Ls ={<M>| MjeLOA t2. L(M) =X"}
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Priklad: L ani L neni RE_

L = {<Mi> # <Ms>| My a M jsou TS, t.2. L(M;) C L(M2)}

% Napred dokazeme, ze L ¢ L, pomoci redukce co-HP < L.
Dukaz.

Pozadovana redukce je funkce o : {0,1,#}* — {0,1, #}™ definovana takto:
o(<M> # <w>) =<Mi1> # <Ma>

Funkce o vraci kod TS M, pro ktery plati L(Ms2) = {a}.

Pokud vstup <M> # <w> neni korektni instance co-H P, tak funkce o vraci kéd
TS M, takovy, ze L(M;) = X7 (fj. <M:1> # <Ms> & L). Jinak o vraci kod TS Mj,
ktery pracuje nasledovneé.

M nejdrive spusti simulaci stroje M na vstupu w. Poznamenejme, Zze kédy

M a w jsou primo ulozeny v kédu M.

Pokud simulace cykli, tak M7 cykli pro svuj kazdy vstup

Pokud simulace skonci, tak M; akceptuje kazdy svuj vstup.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.
Tudiz pro M’ plati:
<M># <w> € Co-HP = L(M1)=0 = <Mi> # <M>> € L a
<M> # <w> ¢ co-HP = L(M;) =" =<Mi> # <My> ¢ L

neboli <M> # <w> € cO-HP <= o(<M> # <w>) € L.

Je vidét, Ze vySe popsanou konstrukci stroje M; a M, Ize implementovat pomoci
uplného TS a tudiz funkce o je totalni, rekurzivné vycislitelna funkce.
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Priklad: L ani L neni RE (pokradovani)

L = {<Mi> # <Ms>| My a M jsou TS, t.2. L(M;) C L(M2)}

< Nyni dokazeme, ze L ¢ L, pomoci redukce co-HP < L.
Dukaz.

Pozadovana redukce je funkce o : {0,1,#}* — {0,1, #}™ definovana takto:
o(<M> # <w>) =<Mi1> # <Ma>

Funkce o vraci kod TS M, pro ktery plati L(M;) = {a}.

Pokud vstup <M> # <w> neni korekini instance co-H P, tak funkce o vraci kéd
TS M; takovy, Ze L(Mz) = X* (tj. <M1> # <Ms>> ¢ L). Jinak o vraci kéd TS Mo,
ktery pracuje nasledovné.

M- nejdrive spusti simulaci stroje M na vstupu w. Poznamenejme, Ze kody

M a w jsou primo ulozeny v kédu M.

Pokud simulace cykli, tak M, cykli pro svij kazdy vstup

Pokud simulace skonci, tak Ms akceptuje kazdy svuj vstup.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

Tudiz pro M’ plati:
<M> # <w> € Co-HP = L(M) =0 = <M;> # <Mz> c L a

<M> # <w> g Cco-HP = L(My) =" =<Mi># <M>>¢L

neboli <M> # <w> € cO-HP <= o(<M> # <w>) € L.

Je vidét, Ze vySe popsanou konstrukci stroje M7 a M, Ize implementovat pomoci
uplného TS a tudiz funkce o je totalni, rekurzivné vycislitelna funkce.
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Priklad komplikovanejsi redukce

% Dokazte, ze nasleduijici jazyk neni RE.

Lyg = {<M>| MjeTSt2 L(M) & L2}
% Opét pouzijeme redukci co-HP < LnB.
Dukaz.

PoZadovana redukce je funkce o : {0,1,#}* — {0, 1}" definovana takto:
o(<M> # <w>) =<M'>
Pokud vstup <M > # <w> neni korektni instance co-H P, tak funkce o vraci kod

TS M’ takovy, ze L(M') = X* (tj. <M'> ¢ Ly ). Jinak o vraci kod TS M’, ktery
pracuje nasledovne.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.
M' nejdfive ovéfi, zda jeho vstup w’ € {a"b"c™ | n > 0}. Pokud ano, M’
akceptuje w’, jinak pokracuje.
M' spusti simulaci stroje M na vstupu w. Poznamenejme, Ze kddy M a w
jsou primo ulozeny v kédu M.
Pokud simulace cykli, tak M’ cykli pro svuj vstup w'.
Pokud simulace skonéi, tak M’ akceptuje svij vstup w’.

Tudiz pro M’ plati:
<M> # <w> € co-HP = L(M')={a"b"c" |n>0} = <M'>¢c Lyp a

<M> # <w> g co-HP = L(M')=%X" =<M'>¢ Lns
neboli <M> # <w> € cO-HP <= o(<M> # <w>) € LyB.

Je vidét, ze vySe popsanou konstrukci stroje M’ Ize implementovat pomoci
uplného TS a tudiz funkce o je totalni, rekurzivne vycislitelna funkce.

L]
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Postuv korespondencni problém



Postuv korespondencni problem

Definice 9.2

Postuv systém nad abecedou X je dan neprazdnym seznamem S dvojic
neprazdnych fetézct nad 3, S = (a1, 1), ..., (ak, Br)), i, Bs € T, k > 1.

Re&enim Postova systému je kazda neprazdna posloupnost prirozenych &isel
I = <’i1,i2, ...,’im>, 1 < ij < k, m > 1, takova, ze:

i Oy ...04,, — Bil Big Bzm
(Pozor: m neni omezené a indexy se mohou opakovat!)
Postuv probléem (PCP) zni: Existuje pro dany Postuv systém rfeseni?

Priklad 9.1

Uvazujme Postuv systém S; = {(b, bbb), (babbb, ba), (ba,a)} nad X = {a, b}. Tento
systém mareSeni I = (2,1,1,3): babbb b b ba = ba bbb bbb

Naopak Postav system Se = {(ab, abb), (a,ba), (b, bb)} nad X = {a, b} nema
feSeni, protoze |«;| < |B:| proi = 1,2, 3.
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Nerozhodnutelnost PCP

Véta 9.5 Postuv korespondencni problém je nerozhodnutelny.

Dukaz. (Idea) Da se ukazat, Zze nerozhodnutelnost PCP plyne z nerozhodnutelnosti tzv.
inicialniho PCP (iPCP), u kterého poZzadujeme, aby feSeni zacinalo vzdy jednickou.
Nerozhodnutelnost inicialniho PCP se da ukazat redukci z problému nalezitosti pro TS, .
MP <iPCP:
o:{0,1,#}" — {0,1}" definovana takto:
o(<M># <w>) =S kde = S{(a1,B1), .-, (Qk, Bk))
Pro konstrukci S musi platit

we L(M) < S mareseni

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu. * Technicka realizace redukce

Konfiguraci vypoctu TS Ize zakddovat do retézce: pouzity obsah pasky ohranicime
specialnimi znackami (a jen ten si pamatujeme), fidici stav vlozime na aktualni
pozici hlavy na pasce.

Posloupnost konfiguraci TS pfi pfrijeti fetézce budeme reprezentovat jako
konkatenaci retézcu, ktera vznika resenim PCP.

Jedna z uvazovanych konkatenaci bude celou dobu (az na posledni fazi) delsi: na
zaCatku bude obsahovat pocatecni konfiguraci a pak bude vzdy o krok napred.

V poslednim fazi vypocCtu konkatenace ,zarovname* (bude-li mozné vypocet
simulovaného TS ukoncit prijetim).

Vypocet TS budeme modelovat tak, Zze vzdy jednu konkatenaci postupné
prodlouzime o aktualni konfiguraci simulovaného TS a souc¢asné v druhé
konkatenaci vygenerujeme novou konfiguraci TS.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

Jednotlivé dvojice PCP budou modelovat nasledujici kroky:

Vlozeni pocatecni konfigurace simulovaného TS do jedné z konkatenaci napf.
pravostranné (#, #pocatecni_konfigurace), # ¢ I" pouzivame jako oddélovac
konfiguraci.

Kopirovani symboll na pasce pred a po aktualni pozici hlavy (z, z) pro kazdé
z € TU{#, <, >}, kde <, > ohraniCuji pouzitou Cast pasky.

Zakladni zmeéna konfigurace: prepis d(qi,a) = (q2,b): (q1a, g2b), posuv
doprava d(qi1,a) = (q2, R): (q1a, aq2), posuv doleva 6(q1,b) = (g2, L):

(aq1b, g2ab) pro kazdé a € I' U {<}. Navic je zapotrebi oSetfit najezd na >:
Cteni A, rozsSirovani pouzité ¢asti pasky.

Pravidla pro ,zarovnani“ obou konkatenaci pfi pfijeti: na levé strané
umoznime pridat symbol v okoli ¢z, aniz bychom ho pridali na pravé strane.

Simulace vypoctu TS, ktery nacte a, posune hlavu doprava, prepiSe a na b a
zastavi, na vstupu aa by pak vypadala takto:

#<q,aa>#<|aaqla>#<laqg bl> <|m%>#qF>%##
Obecna korektnost konstrukce se da dokézat indukci nad délkou vypoctu.

D*
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Nerozhodnutelnost redukci z PCP

% Redukce z PCP (resp. jeho doplnku) se velmi casto pouzivaji k dukazum, Ze urcity
problém neni rozhodnutelny (resp. neni ani castecné rozhodnutelny).

% Jako pfiklad uvedeme dukaz faktu, Zze problém prazdnosti jazyka dané kontextové
gramatiky neni ani castecné rozhodnutelny:

Pouzijeme redukci z komplementu PCP. Redukce pfiradi seznamu
S=(a1,p1),-.-, (ak, Br), definujicimu instanci PCP, kontextovou gramatiku G
takovou, ze PCP zalozeny na S nema feSeni praveé tehdy, kdyz L(G) = 0.
Uvazme jazyky L., Lg nad S U {#,1, ..., k} (pfedp. X N {#,1,....k} = 0):

La = {Oéil-uoéim#im---il | 1 S ’ij S k,] = 1, ceey ML, TN 2 1},

LB - {leﬁzm#lm’tl | 1 S ’ij S k,j - 1, ceey ML, TN Z 1}.
Je zfejmé, ze L., Ls jsou kontextové (dokonce deterministické bezkontextove) a

tudiz L, N Lg je také kontextovy jazyk (véta 7.12) a muZzeme tedy efektivne
sestavit gramatiku G, ktera tento jazyk generuje (napr. konstrukci pres LOA).

Lo N L zfejme obsahuje prave retézce u# v, kde v odpovida reverzi reseni dané
instance PCP.

Hledana redukce tedy priradi dané instanci PCP gramatiku G. 0
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Souhrn nekterych viastnosti jazyku

% Uvedeme nyni souhrn nékterych dulezitych vlastnosti raznych tfid jazykd; nékteré jsme
dokazali, dukazy jinych Ize nalézt v literature® (u otdzek nerozhodnutelnosti se ¢asto
uziva redukce z PCP) — R = rozhodnutelny, N = nerozhodnutelny, A = vzdy splnéno:

Reg

DCF

CF

CS

.y,
m

Rec

w € L(G)?

L(G) prazdny? konecny?

L(G) = =*?

L(G) =R, Re L3?

L(G1) = L(G2)?

L(G1) C L(G2)?

Z

L(G1) € L3?

L(G1) N L(G2) je stejného typu?

L(G1) U L(G2) je stejného typu?

Komplement L(G) je stejného typu?

L(G1).L(G2) je stejného typu?

L(G)* je stejného typu?

> > > >

Je G viceznacna?

Z|lZ|Z|1>»|Z2Z

Z|>|I2Z2IZ2Z2Z2Z2Z22

Z| |z 222222222

Z|1>2|I 222222222
Z|I>2|I2 2222222222

aNapF. . Cerna, M. Kretinsky, A. Kugera. Automaty a formalni jazyky I. FI MU, 1999.
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*Riceova veta*

Nerozhodnutelnost je pravidlo, ne vyjimka.
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Riceova veta — prvni cast

Véta 9.6 KazZda netrivialni vlastnost rekurzivneé vycislitelnych jazyku je
nerozhodnutelna.

Definice 9.3 Budiz dana abeceda Y. Vlastnost rekurzivné vycislitelnych mnozin je
zobrazeni P : { rekurzivne vycislitelné podmnoziny mnoziny ¥* } — {1, T},
kde T, resp. L reprezentuji pravdu, resp. nepravdu.

Priklad 9.2 Vlastnost prazdnosti mizeme reprezentovat jako zobrazeni

P(A) = T, jestlize A =0,
| L, jestlize A # 0.

< Zdurazneme, Ze nyni mluvime o vlastnostech rekurzivne vycislitelnych mnozin, nikoliv
TS, které je pfijimaji — nasledujici vlastnosti tedy nejsou vlastnostmi r. v. mnozin:

TS M ma alespon 2005 stavd.
TS M zastavi na vSech vstupech.

Definice 9.4 Vlastnost rekurzivné vycislitelnych mnozin je netrivialni, pokud neni vzdy
pravdiva ani vzdy nepravdiva.
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Dukaz 1. casti Riceovy vety

Dukaz.
Necht P je netrivialni vlastnost r.v. mnozin. Pfedpokladejme beze ztraty obecnosti,
ze P(0) = L, pro P(0) = T mOzeme postupovat analogicky.
Jelikoz P je netrividlni vlastnost, existuje r.v. mnozina A takov4, ze P(A) = T.
Necht K je TS pfijimajici A.
Redukujeme HP na {(M) | P(L(M)) = T}. Z (M)#(w) sestrojime
o({M)#{w)) = (M"), kde M’ je 2-paskovy TS, ktery na vstupu z:
1. Ulozi x na 2. pasku.
2. ZapiSe na 1. pasku w — w je ,ulozen“ v fizeni M’.
3. Odsimuluje na 1. pasce M — M je rovnéz ,ulozen“ v tizeni M'.
4. Pokud M zastavi na w, odsimuluje K na z a pfijme, pokud K pfijme.
Dostavame:
M zastavinaw = L(M')= A= P(L(M'")) = P(A) =T,
Mcyklinaw= L(M')=0= P(L(M")) =P(0) =1,

A mame tedy skutecne redukci HP na {(M) | P(L(M)) = T}.
Protoze H P neni rekurzivni, neni rekurzivni ani P(L(M)) a tudiz neni

rozhodnutelné, zda L(M) splnuje vlastnost P. -

Meze rozhodnutelnosti 1 — p.35/39



Riceova veta — druha cast

Definice 9.5 Vlastnost P r.v. mnozin nazveme monotdénni, pokud pro kazdé dveé r.v.
mnoziny A, B takove, ze A C B, P(A) = P(B).

Priklad 9.3 Mezi monotdnni viastnosti patfi napt.:
A je nekonecné.
A=X"

Naopak mezi nemonotdnni vlastnosti patri napr.:
A je konecné.
A =1).

Véta 9.7 KazZda netrivialni nemonotonni vliastnost rekurzivne vycislitelnych jazyku
neni ani ¢castecné rozhodnutelna.

Dukaz. Redukci z co-H P — viz napf. D. Kozen. Automata and Computability. O
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*Alternativy kK TS*



Nektere alternativy k TS

% Mezi vypocetni mechanismy majici ekvivalentni vypocetni silu jako TS patfi napr.
automaty s (jednou) frontou:
Uvazme stroj s konecnym fizenim, (neomezenou) FIFO frontou a prechody na
nichZ je mozno nacist ze zaCatku fronty a zapsat na konec fronty symboly z
frontove abecedy I'.

Pomoci ,rotace” fronty je zfejmé mozné simulovat pasku TS.

% Ekvivalentni vypocetni silu jako TS maji také zasobnikové automaty se dvéma (a vice)
zasobniky:
Intuitivné: obsah pasky simulovaného TS mame v jednom zasobniku; chceme-li ho
zmeénit (obecné nejen na vrcholu), presuneme cast do druhého zasobniku,
abychom se dostali na potrebné misto, provedeme patficnou zménu a vratime zpét
odlozenou cast zasobniku.

Poznamka: rovnéz vime, ze pomoci dvou zasobnikl muzeme implementovat
frontu.
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< Jinym vypocetnim modelem s plnou Turingovskou silou jsou automaty s ¢itaci (pro dva
a vice Citacu) a operacemi +1, —1 a test na 0:

Zminéné automaty maji konecné rizeni a k Citacu, pricemz v kazdém kroku je
mozné tyto CitaCe nezavisle inkrementovat, dekrementovat a testovat na nulu
(pfechod je podminén tim, ze jisty ¢ita¢ obsahuje nulu).
Pomoci Ctyr Citacu je snadné simulovat dva zasobniky:
U ZA postacCi mit I' = {0, 1}: ruzné symboly muzeme kodovat urCitym poctem
0 oddélenych 1. Obsah zasobniku ma pak charakter binarne zapsaného Cisla.

VlozZeni 0 odpovida vynasobeni 2, odebrani 0 vydéleni 2. Podobné je tomu s
vlozenim/odebranim 1.

Binarni zasobnik muzeme simulovat dvéma ¢itaci: pfi nasobeni/déleni 2
odecitame 1 (resp. 2) z jednoho CitaCe a pricitame 2 (resp. 1) k druhému.

Postaci ovSem i CitaCe dva:
Obsah 6tyf &itacl i, 7, k, | je mozné zakddovat jako 2°375%7".
Pri¢teni/odecteni je pak mozné realizovat nasobenim/délenim 2, 3, 5, ¢i 7.

% Mezi dalsi Turingovsky Uplné vypocetni mechanismy pak patfi napr. A\-kalkul Ci
parcialné-rekurzivni funkce (viz dalsi pfednaska).
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