Priklady analyzy slozitosti mimo
Turingovi stroje



Reprezentace grafu

Graf G =

(V, E), kde V' je mnozina vrcholl a E je mnozina hran

neorientovany graf: £ = {{u,v} | u,v € V A u # v}

orientovany graf: £ = {(u,v) | u,v € V'}

% Jak efektivné reprezentovat £

seznam hran

matice sousednosti
seznam nhasledniku
mnozina nasledniku

prostor
O(|E|)
O(IV[*)

O(IVI+|£])
O(lV] + |E])

dotaz na hranu mezi u, v
O(|E])
O(1)
O(deg(u)) < O(|V])
O(log(deg(u)) < O(|V])

* deg(u) znaCi pocCet naslednikl vrcholu u (vystupni stupen).

vrat' nasledniky «

O(|E])
o(Iv1)

(
O(deg(u)) < O(|V])
O(deg(u)) < O(|V])

% Poznamka: V pripadé reprezentace pomoci mnoziny nasledniku, slozitost dotazu na
hranu zalezi na datové strukture pouzité pro reprezentaci mnoziny (stromy, hashovaci
tabulka). Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze dotaz na hranu umime v O(1).
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Souvislost v neorientovaném grafu

% Problém: Je dany graf souvisly: Vu,v € G : cesta(u, v)
cesta(vi, v,) < 3 posloupnost viejvzes . ..en_1v, V1 <i<n:e ={vi,vit1} ANe; € E
% Naivni algoritmus

1 s:=randomNode(G)
2 reach := {s},new := true

3 while new do

4 new := false

5 foreach {u,v} € F do

6 if |{u,v}Nreach| =1 then
7 reach := reach U {u,v}
8 new = true

9 return V = reach
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Souvislost v neorientovaném grafu

% Naivni algoritmus

1 s:=randomNode(G)
2 reach := {s},new := true

3 while new do

4 new := false

5 foreach {u,v} € E do

6 if |{u,v} Nreach| =1 then
7 reach := reach U {u,v}
8 new = true

9 return V = reach

% Slozitost: O(|V| - |E|)
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Souvislost v neorientovaném grafu

% Asymptoticky optimalni algoritmus

1 foreach v € V do v.visited := false

2 s :=randomNode(G), s.visited := true, reach := {s}
3 Q.enqueue(s)

4 while Q.notEmpty() do

5 v := ).dequeue()

6 foreach u € Adj(v) do

7 if wu.visited = false then
8 u.visited := true, reach := reach U {u}
9 Q).enqueue(u)

10 return V = reach
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Souvislost v neorientovaném grafu

% Asymptoticky optimalni algoritmus

1 foreach v € V do v.visited := false

2 s :=randomNode(G), s.visited := true, reach := {s}
3 Q.enqueue(s)

4 while Q.notEmpty() do

5 v := ).dequeue()

6 foreach u € Adj(v) do

7 if wu.visited = false then
8 u.visited := true, reach := reach U {u}
9 Q).enqueue(u)

10 return V = reach

< Slozitost: O(|V| + |E|)

Analyza slozitosti — p.6/46



Rozklad na silne souvislé komponenty

% Rozklad orientovaného grafu na silné souvislé komponenty

- -
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Rozklad na silne souvislé komponenty

% Naivni algoritmus

1 SCC =1
2 while |[V| # 0do
3 s := randomNode(G)

4 FWD := Reach(s,G) // states reachable from s including s
5 BWD := Reach(s,G!) // on transposed G (backward edges)
6 C:=FWDnNBWD

7 SCC :=SCCU{C}

8 V.=V\C

9 return SCC
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Rozklad na silne souvislé komponenty

% Naivni algoritmus

1 SCC =1
2 while |[V| # 0do
3 s := randomNode(G)

4 FWD := Reach(s,G) // states reachable from s including s
5 BWD := Reach(s,G!) // on transposed G (backward edges)
6 C:=FWDnNBWD

7 SCC :=SCCU{C}

8 V.=V\C

9 return SCC

< Slozitost: O((|V'| + |E]) - |V])
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Rozklad na silne souvislé komponenty

% Tarjanuv algoritmus — modifikace DFS

% Zacneme s DFS, ktery pro kazdy vrchol pocita ¢as navstévy (v.time)

1
2

@ g OOk W

Function Main(G)

foreach v € V do v.time = —1
glime :=0

foreach v € V do

if v.time = —1 then
glime := gl'ime + 1
v.time := glime
DFS(v)

% Slozitost: O(|V| + |E|)

1 Function DFS(v € V)

2

S Ot = W

foreach u € Adj(v) do

if u.time := —1 then
glime := gl'ime + 1
u.trme = glime

DFS(u)
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Tarjanuv algoritmus

% Budeme pocitat v.low and udrzovat zasobnik vrcholu, které nejsou v SCC.

© W OO s WihH

e
N = O

v.low = min{u.time | Reach(v, u) a u byl objeven béhem volani DFS(v) }

1 Function DFS(v € V)

Function Main(G) 2 foreach u € Adj(v) do
foreach v € V' do 3 if wu.ttme = —1 then
| vtime = -1 4 gTime := gTime + 1
gTime :=0 . .
foreach v € V do 5 u.time := u.low := gTime
if v.time = —1 then 6 stack.push(u)
glime := glime + 1 e DFS(u)
v.time := glime .
o 8 v.low := min{v.low, u.low}
v.low := gTime
stack.push(v) 9 else if u € stack then
DFS(v) 10 ‘ v.low = min{v.low, u.time}
return SCC's 11 if v.time = v.low then pop the
stack down to v to create new SCC
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Tarjanuv algoritmus

% Budeme pocitat v.low and udrzovat zasobnik vrcholu, které nejsou v SCC.

v.low = min{u.time | Reach(v, u) a u byl objeven béhem volani DFS(v) }

1 Function DFS(v € V)

1 Function Main(G) 2 foreach u € Adj(v) do

2 foreach v € V do 3 if w.time = —1 then

3 | vtime = -1 4 gTime := gTime + 1

4 gT'ime := 0 . .

5 foreach v € V do 5 u.time := u.low := gTime

6 if v.time = —1 then 6 stack.push(u)

7 gTime := gTime + 1 - DFS (1)

8 v.titme := gTime .

9 v.low = gTime 8 v.low := min{v.low, u.low}
10 stack.push(v) 9 else if u € stack then
11 DFS(v) 10 ‘ v.low = min{v.low, u.time}
12 return SCCs 11 if v.time = v.low then pop the

stack down to v to create new SCC

% Slozitost: O(|V| + |E|)
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Priklad ze zkousky

% Necht G = (V, E) je orientovany graf, kde V' je mnozina vrcholl a E je mnozina hran.
E je representovana pomoci seznamu naslednikl Succ a seznamu predchudcu Pred, .
Suce(v) vraci v konstantnim case mnozinu nasledniku vrcholu v a Pred(v) vraci v
konstantnim ¢ase mnozinu predchddcu vrcholu v.

% Dale uvazme nize popsany algoritmus all Reach(G,v;), ktery pro v, € G vraci mnozinu
vrcholt V' C V, kteréd obsahuje vSechny vrcholy v’, pro které existuje v G cesta z v' do v;.

i) Analyzujte asymptotickou Casovou slozitost algoritmu all Reach(G, v+) v nejhorsim
pripadé.

ii) Analyzujte asymptotickou ¢asovou sloZitost algoritmu all Reach(G,v:) v nejlepSim
pripadé.

Poznamka 1: Predpokladejte uniformni cenové kritérium, kde sloZitost kaZdého radku
programu je 1.

Pozndmka 2: Casovou sloZitost analyzujte vzhledem k velikosti mnoZin V a E.
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Priklad ze zkousky

O UUirW -

Function allReach(G, v)
reach = ()

foreach v’ € V do
foreach v € V do

| v.visited := false
v visited = true
Q := emptyQueue()
Q.enqueue(v’)
while Q.notEmpty() do
v := Q.dequeue()

if v == v; then
reach := reach U {v'}
break

foreach u € Succ(v) do
if w.visited = false then
u.visited := true

Q.enqueue(u)

return reach
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Priklad ze zkousky

1 Function allReach(G, vy)

2 reach := ()

3 foreach v’ € V do

4 foreach v € V do

o | v.wisited := false

6 v visited = true

7 Q := emptyQueue()

8 Q.enqueue(v’)

9 while Q.notEmpty() do
10 v := Q.dequeue()
11 if v == v, then
12 reach := reach U {v'}
13 break
14 foreach u € Succ(v) do
15 if w.visited = false then
16 w.visited := true
17 Q.enqueue(u)
18 return reach

% Slozitost v nejhorSim pripadée
o(V]- (VI +|E]))
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Priklad ze zkousky

O UUirW -

Function allReach(G, v)
reach = ()

foreach v' € V do
foreach v € V do
| v.visited := false

v visited := true

Q := emptyQueue() % Slozitost v nejhorSim pripadée
Q.enqueue(v’) O(VI]-(IVI+1[E]))
while Q.notEmpty() do
v := @Q.dequeue() % Slozitost v nejlepSim pripade
if v == v; then O(|V|*)
reach := reach U {v'}
break

foreach u € Succ(v) do
if w.visited = false then
u.visited := true

Q.enqueue(u)

return reach
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Priklad ze zkousky

% Necht G = (V, E) je orientovany graf, kde V' je mnozina vrcholl a E je mnozina hran.
E je representovana pomoci seznamu naslednikl Succ a seznamu predchudcu Pred, .
Suce(v) vraci v konstantnim case mnozinu nasledniku vrcholu v a Pred(v) vraci v
konstantnim ¢ase mnozinu predchddcu vrcholu v.

% Dale uvazme nize popsany algoritmus all Reach(G,v;), ktery pro v, € G vraci mnozinu
vrcholt V' C V, kteréd obsahuje vSechny vrcholy v’, pro které existuje v G cesta z v' do v;.

iii) Navrhnéte algoritmus allReach™ (G, v:), ktery fesi stejny problém a ma lepsi
asymptotickou casovou slozitost v nejhor§im pfipadeé.

iii) Analyzujte asymptotickou ¢asovou sloZitost algoritmu all Reach™ (G, v:)
v nejhor8im pfipadé.

Poznamka 1: Predpokladejte uniformni cenové kritérium, kde sloZitost kazdého radku
programu je 1.

Poznamka 2: Casovou sloZitost analyzujte vzhledem k velikosti mnoZin V a E.
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Priklad ze zkousky

1 Function allReach(G, vy)

2 reach := ()

3 foreach v € V do

4 ‘ ve.visited ;= false

5% ve.visited := true

6 Q) := emptyQueue()

7 Q.enqueue(vy)

8 while Q.notEmpty() do

9 v := @Q.dequeue()
10 foreach u € Pred(v) do
11 reach := reach U {u}
12 if wu.visited = false then
13 u.visited := true
14 Q.enqueue(u)
15 return reach
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Priklad ze zkousky

1 Function allReach(G, vy)

2 reach := ()

3 foreach v € V do

4 ‘ ve.visited ;= false

5% ve.visited := true

6 Q) := emptyQueue()

7 Q.enqueue(vy)

8 while Q.notEmpty() do

9 v := @Q.dequeue()
10 foreach u € Pred(v) do
11 reach := reach U {u}
12 if wu.visited = false then
13 u.visited := true
14 Q.enqueue(u)
15 return reach

% Slozitost v nejhorSim pripadée
O((|V] + |E]))

% SlozZitost v nejlepSim pripadé

o(Iv])
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Uvazme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) v CNF a slovo w.
% Plati, ze w € L(G)?

< Pfipomenme, Ze pokud w € L(G) pak S =7 w A p = 2|w| — 1 (délka odvozeni je dana)
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Uvazme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) v CNF a slovo w.
% Plati, ze w € L(G)?

< Pfipomenme, Ze pokud w € L(G) pak S =7 w A p = 2|w| — 1 (délka odvozeni je dana)

Analyza slozitosti — p.21/46



Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Uvazme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) v CNF a slovo w.

% Plati, ze w € L(G)?
< Pfipomenme, Ze pokud w € L(G) pak S =7 w A p = 2|w| — 1 (délka odvozeni je dana)

1 foreach derivation treel in G

2 if leafs of T form w then
3 ‘ return true

4 return false

of the depth pdo
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Uvazme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) v CNF a slovo w.

% Plati, ze w € L(G)?
< Pfipomenme, Ze pokud w € L(G) pak S =7 w A p = 2|w| — 1 (délka odvozeni je dana)

1 foreach derivation treel in G

2 if leafs of T form w then
3 ‘ return true

4 return false

of the depth pdo

# Slozitost: 2°U*D algoritmus projde véechny odvozeni s délkou O(|w|)
pripomenme

20U M) — fy(n) e F|Ice R 3np e NVn € N:n > ng = g(n) <27}

pro jednoduchost zanedbavame | P)|
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Cocke-Younger-Kasami (CYK) algoritmus (dynamické programovani)

% Hlavni myslenka: pro kazdé neprazdné podslovo u slova w (zaCina na indexu ¢ a ma
délku j) spocitame mnozinu vSech neterminall z kterych Ize u odvodit

T3 = {X eN ’ S iz; WiWi41 - - wz’—l—j—l}

% Priklad

S—AB|SS|a

A— AA| BC|a

B — AB|b j
C— SA|b

—- DD W s
w

w = abaa
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Cocke-Younger-Kasami (CYK) algoritmus (dynamické programovani)

% Hlavni myslenka: pro kazdé neprazdné podslovo u slova w (zaCina na indexu ¢ a ma
délku j) spocitame mnozinu vSech neterminall z kterych Ize u odvodit

T3 = {X eN ’ S iz; WiWi41 - - wz’—l—j—l}

% Priklad

S — AB|SS | a

A— AA| BC|a 1 |
B — AB|b 4 SCA| 2
C— SA|b
J 3|S,C 3
w = abaa 2 S,B @ S,C,A 4
2w e L(G) jeliko? S € Tr 1|SA|BC|SA |SA

a b a a
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Cocke-Younger-Kasami algoritmus

Vstup: gramatika G = (N,%,P,S)vCNF slovow =w;...w, #¢
Vy,StUp: mnoiiny Ti,j — {X eN | X=*w... W,'_|_j_1}

for i+ 1tondo
Tiq <0
for kazdé pravidlo tvaru (A — a) € Pdo
ifa=wthenT;{ < T;{ U{A}
od
od
forj« 2tondo
fori< 1ton—j+1do
T,'J(-@
fork < 1toj—1do
for kazdé pravidlo tvaru (A — BC) € do
ifBeTix N Cc Tiikj—xthen T, ; ,U{A}
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Cocke-Younger-Kasami algoritmus

Vstup: gramatika G = (N,%L,P,S)v CNF slovow =w;...w, #¢
V\'(stup: mnoéiny T,J = {X eN ’ X="w... W,'_|_j_1}

fori+ 1to ndo
Tiq <0
for kazdé pravidlo tvaru (A — a) € P do
ifa=wthen T, < T; 1 U{A}
od
od
forj < 2tondo
fori<—1ton—j+1do
T,’J(-(Z)
fork < 1toj—1do
for kazdé pravidlo tvaru (A — BC) € Pd

ifBeTix N Ce Tikj—kthenT;; <« T;;U{A}

% Slozitost: O(|w|?)

opét zanedbavame | P| — jinak O(|w|® - | P|)
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Univerzalita NKA

% Pro dany nedeterministicky koneCny automat A = {Q, X, 6, so, F'} rozhodni zda

L(A) # 5*.

% Naivni algoritmus

1 Construct deterministic finite automaton A’ such that L(A) = L(A');

2 if ezists in A’ a path from {so} to S where F NS =0{then
3 | return true

4 else
5% | return false
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Univerzalita NKA

% Pro dany nedeterministicky koneCny automat A = {Q, X, 6, so, F'} rozhodni zda

L(A) # 5*.

% Naivni algoritmus

1 Construct deterministic finite automataon A’ such that L(A) = L(A");

2 if ezists in A’ a path from {so} to S where F NS =(then
3 | return true

4 else
5% | return false

< Prostorova slozitost: 20U<D

deterministicky automat muze mit az exponencialni pocet stavl
dale si musime ulozit pfechodovou relaci

< Casova slozitost: 2°<D

hledani neakceptujici cesty v exponencialné velkém automatu
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Univerzalita NKA

% Prodany NKA A = {Q, X, 9, so, F'} rozhodni zda L(A) # ™.

% Algoritmus pracuijici v nedeterministickém polynomialnim prostoru
on-the-fly determinizace
uhodnuti neakceptujici cesty

1 counter := 0;
2 makroState := {so};

3 while counter < 29l do
if makroState N F = () then
‘ return true

a := nondeterministically choose from ;

makroState := |, c akrostate 9(; @);

counter := counter + 1;

QW J O Ut

9 return false
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Univerzalita NKA

% Pro dany NKA A = {Q, X, 4, so, F'} rozhodni zda L(A) # X*.

% Algoritmus pracujici v nedeterministickém polynomialnim prostoru
on-the-fly determinizace
uhodnuti neakceptujici cesty

1 counter := 0;
2 makroState := {so};

3 while counter < 2/?l do
if makroState N F = () then
‘ return true

a := nondeterministically choose from >;

makroState := J c.makrostate 9(4 @);

W N O UGt

counter := counter + 1,

9 return false

% Prostorova slozitost: O(|Q|) € NPSPACE = PSPACE

pamatujeme si jen 2 makrostavy (kazdy max |Q|) a counter (log(2/¢") € O(|Q]))
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Univerzalita NKA

% Pro dany NKA A = {Q, X, 4, so, F'} rozhodni zda L(A) # X*.

% Algoritmus pracujici v nedeterministickém polynomialnim prostoru
on-the-fly determinizace
uhodnuti neakceptujici cesty

1 counter := 0;
2 makroState := {so};

3 while counter < 2/?l do
if makroState N F = () then
‘ return true

a := nondeterministically choose from >;

makroState := J c.makrostate 9(4 @);

counter := counter + 1,

W N O UGt

9 return false

< Casova slozitost stale v 2°(<D

pozor neni v NP, jelikoz délka cesty muze byt exponencidlni k |Q| — jeji ovéreni
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Amortizovana slozitost
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Amortizovana slozitost

% Technika dovolujici presnéjSi analyzu slozZitosti v nejhor8im pfipadé pro danou
posloupnost operaci.

% Klasicky pristup analyzuje slozitost jednotlivych operaci. Vysledna slozitost je souctem
jednotlivych operaci.

% Technika amortizace analyzuje posloupnost jako celek. Stoji zejména na pozorovani,
Ze drahé operace mohou nastat pouze jednou za delSi dobu a tudiz se jejich cena
amortizuje.

% Existuji rGzné metody dovolujici analyzovat amortizovanou slozitost: seskupovani,
metoda uctu, potencialové funkce
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Amortizovana slozitost — priklad

% Uvazme zasobnik S a operace PUSH(S, x), POP(S) a MULTIPOP(S, k) — odebere k
prvkl pripadné vyprazdni zasobnik pokud |S| < k).

% Uvazujme libovolnou posloupnost n operaci.

% Kazda operace PUSH(S, xz) a POP(S) ma slozitost 1. V posloupnosti n operaci ma
MULTIPOP(S, k) v nejhor§im pripadé slozitost O(n).

< Naivni analyza ¢asové slozitosti (v nejhor$im pfipadé) pro n operaci je O(n?).

% Existuje posloupnost operaci, ktera mé tuto slozitost? Mazeme tuto analyzu zpresnit?
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Amortizovana slozitost — priklad

% Uvazme zasobnik S a operace PUSH(S, x), POP(S) a MULTIPOP(S, k) — odebere k
prvku pfipadné vyprazdni zasobnik pokud |S| < k.

% Metoda seskupovani: Rozdélime operace do skupin a analyzujeme jejich slozitost.
Celkova slozitost je mensi nebo rovna souctu slozitosti jednotlivych skupin.

% Skupina 1: Posloupnost n operaci PUSH(S, ) ma slozitost n

% Skupina 2: Slozitost posloupnosti operaci POP(S) a MULTIPOP(S, k) je dana pocCtem
prvkl odebranych z S a tudiz nemuze byt vétsi nez pocet provedenych operaci
PUSH(S, x). Slozitost celé skupiny je tedy mensi nez n.

% Celkova slozitost libovolnych n operaci je mensi nez 2n.
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Amortizovana slozitost — metoda uctu

% Kazdé operaci pritadime kredit. Pti realizaci operace zaplatime jeji cenu dle
nasledujicich pravidel:

pokud cena operace < kredit operace, tak operaci zaplatime kredity a zbylé kredity
vlozime na ucet

pokud cena operace > kredit operace, tak schazejici kredity odebereme z Gc¢tu

% Na zacatku je na ucté 0 kreditll. Pokud béhem celého vypoctu je pocCet kreditl na ucté
nezaporny, tak plati, ze soucet kreditll vykonanych operaci > slozitost téchto operaci.
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Amortizovana slozitost — metoda uctu

% Kazdé operaci pritadime cenu a kredit. Pri realizaci operace zaplatime jeji cenu dle
nasledujicich pravidel:

pokud cena operace < kredit operace, tak operaci zaplatime kredity a zbylé kredity
vlozime na ucet

pokud cena operace > kredit operace, tak schazejici kredity odebereme z Gc¢tu

% Na zacatku je na ucté 0 kreditll. Pokud béhem celého vypoctu je pocCet kreditl na ucté
nezaporny, tak plati, ze soucet kreditll vykonanych operaci > slozitost téchto operaci.

% Zpét k naSemu prikladu

operace cena kredit _ | ) ,
PUSH(S, z) 1 5 _Prl operaci PUSIV-I,(S, x),se predrv)leitlme
P : S 0 jeden kredit na pripadné odstraneni vlo-
OP(5) min{l, |5|} zeného prvku
MULTIPOP(S, k) | min{k,|S|} 0

% Zrejmé plati invariant: PocCet kreditd na uctu je rovny poctu prvkou v S. Tudiz skute¢né
plati, ze pocet kreditl na Ucté je vzdy nezaporny. Celkova cena n operaci je < 2n.
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Amortizovana slozitost — ukazka

% Priklad: dynamicky alokovana tabulka 7' (odebrani zdznamu zneplatni radek)
neznama velikost — dynamicka realokace méni kapacitu
pfi naplnéeni tabulky alokujeme vétsi tabulku a zaznamy do ni pfesuneme

pfi vyprazdnéni na urcitou mez alokujeme mensi tabulku a zaznamy do ni
presuneme

a(T) je pomer platnych zaznamu (velikost) ku kapacite tabulky
pokud je a(T") = 1 vloZeni zaznamu vede k alokaci 2-krat vetsi tabulky a presunu

pokud je a(T") < 0.5 odebrani zaznamu vede k alokaci 2-krat mensi tabulky a
presunu

% Asymptoticka sloZitost nejhorsiho pripadu
slozitost jedné operace vlozeni i odebrani je rovna n (velikost tabulky)

slozitost n operaci je v nejhorsim pfipadé O(n?)
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Amortizovana slozitost — ukazka

% Amortizovand slozitost — seskupovani

n operaci vlozeni:
c; — cena i-té operace vlozeni
c; = 1 pokud 7 — 1 je mocninou 2, jinak ¢; =1

Sici <n+ g2 <nt2n=3n

«» Amortizovana slozitost — metoda Uctu

kazdé operaci vlozeni dame 3 kredity
1 kredit zaplati vlozeni,
1 kredit zGstane na Ucté pro presun tohoto zaznamu
1 kredit zUstane na UcCté pro presun zaznamu, ktery je v tabulce, ale nema
zadny kredit
necht byla alokovana tabulka o velikosti m a bylo sem pfesunuto m /2 zadznamu
téchto m /2 zdznamU nema na ucté zadny kredit
nez se tabulka znovu zaplni, bude na ucté m kredita, které zaplati presun
celkova cena n operaci vliozeni je < 3n
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Amortizovana slozitost — ukazka 2

* existuje posloupnost n operaci (vlozeni, odebrani) se slozitosti ©(n?)
— stfidave pfidavame odebirdme zaznamy kolem faktoru o (7)) = 0.5
— kazda treti operace ma cenu n

% Existuje implementace s linearni amortizovanou slozitosti?
J
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Amortizovana slozitost — ukazka 2

existuje posloupnost n operaci (vloZeni, odebrani) se slozitosti ©(n?)
stfidave pridavame odebirame zdznamy kolem faktoru (7)) = 0.5
kazda treti operace ma cenu n

% Existuje implementace s linearni amortizovanou slozitosti?

zabranime tomu, Ze kapacita muze oscilovat mezi dvéma hodnotami pfi malém
poctu operaci (viz vyse)

pokud je a(T") < 0.25 odebrani zaznamu vede k alokaci 2-krat mensiho pole a
presunu
amortizovana slozitost libovolnych n operaci (seskupenim, hlavni myslenka)
2% 4 1 operaci vlozZeni, kapacita 2", cena < 3(2 + 1)
realokaci vyvold 25! + 1 operaci odebrani, kapacita je 2%, cena 2"~ ! 4+ 2F 4+ 1
dal&i realokaci vyvola 2°~! + 1 operaci vloZeni, kapacita 2+, cena
2F=1 p 2k 11
celkové operaci: 2% + 1 +2x2F 1 2 =2FF1 1 3

celkové cena: 2+ 2F 1+ 5428 + 5 =62+ 5 =3%x2F ! 15

ukazali jsem, Zze n operaci ma cenu O(n)
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Amortizovana slozitost — ukazka 2

existuje posloupnost n operaci (vloZeni, odebrani) se slozitosti ©(n?)
stridave priddvame odebirame zaznamy kolem faktoru a(7") = 0.5
kazda treti operace ma cenu n

% Existuje implementace s linearni amortizovanou slozitosti?

zabranime tomu, Ze kapacita muze oscilovat mezi dvéma hodnotami pfi malém
poctu operaci (viz vyse)

pokud je a(T") < 0.25 odebrani zaznamu vede k alokaci 2-krat mensiho pole a
presunu

amortizovana slozitost libovolnych n operaci (metodou Uctl, hlavni myslenka)
kazdé operaci viozeni dame 3 kredity (viz vyse)
kazdé operaci odebrani dame 2 kredity: 1 kredit na Ucet pro realokaci pfri
odebirani
necht byla alokovana tabulka o velikosti m a bylo sem presunuto m /2
zaznamu bez kreditu
realokace pfi vkladani (viz vyse)
nez se tabulka zmensi na m /4, bude na ucte m/4 kreditu, které zaplati presun

celkova cena n libovolnych operaci je < 5n Analjza slozitosti - p43/46



Priklad ze zkousky

Uvazme dynamicky alokovanou datovou strukturu mnozina implementujici kone¢nou
mnozinu pfirozenych Cisel pomoci usporadaného jednosmeérné vazaného linearniho
seznamu (predpokladejte, ze usporadani je rostouci posloupnost) s ukazatelem head na
zacCatek. size oznacCuje pocet prvku v seznamu.

Operace mnozina.insert(z) vlozi na spravnou pozici do seznamu prvek z, pokud

v seznamu neni (jinak jde o prdzdnou operaci). Tato operace ma linearni casovou
slozitost k velikosti seznamu.

Operace mnozina.prune(y) odstrani z mnoziny vSechny prvky mensi nez y a je
implementovana nasledujicim zpusobem:

Function prune (y)

while head # null A head — value < y do
tmp := head

1

2

3

4 head := head — next
5 print(tmp — value)
6

free(tmp)
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Priklad ze zkousky

Function prune (y)
while head # null A head — wvalue < y do
tmp = head

1

2

3

4 head := head — next
5 print(tmp — value)
6

free(tmp)

< Uvazme posloupnost n operaci mnozina.insert(z) a mnozina.prune(y).

Analyzujte a zdivodnéte amortizovanou ¢asovou slozitost jedné operace
mnozina.prune(x).

Poznamka: Predpokladejte uniformni cenové kritérium, kde sloZitost kazdého radku
programu je 1.
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Priklad ze zkousky

1 Function prune (y)

2 while head # null A head — wvalue < y do

3 tmp := head

4 head := head — next

5 print(tmp — value)

6 free(tmp)

operace cena Kredit
insert(x) O(size) O(size) + 5
prune(x) | 14 5- poCet odstranenych prvku 1

% Kazda operace insert(x) vlozi na ucet 5 kreditu.

% Plati invariant: na ucté je vzdy 5 - size kreditd. Staci si uvédomit, ze kazda operace
prune(x) zaplati z 0¢tu 5 kreditl (podminka + télo while cyklu) za kazdy odstranény

prvek. 1 kredit operace prune(x) je na zaplaceni podminky while cyklu, ktera se
vyhodnoti na false.

% Z invariantu primo plyne, Zze pocet kredit neklesne pod 0. Amortizovana cena operace
prune(x) je 1 (pocet kreditu, ktery za ni platime).

Analyza slozitosti — p.46/46
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