Formalni definice logického uvazovani: Logicky systém

Logicky systém matematicky presné definuje
x co je logickych vyrok: syntaxe,
« jaky je jeho vyznam: sémantika,

x co je logicka argumentace: dokazovaci systém.

x Korektni: dokazatelné plati

«x Sémanticky aplny: vse platné je dokazatelné
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Syntaxe a sémantika PL

« Signatura — dvojice (F,P) mn. predikatovych a funkénich symboli s aritami
« Term —t == x| f(xq,...,X,) pro n-arni f

x Formule — ¢ = p(ty,...,t,) | ~(p) | ¢ A ¢ | Ix(p) pro n-arni p
Véta = uzavrena formule (= nema volné proménné)

« Interpretace/realizace | jazyka L — funkce ay pfifadi prvky z domény D; proménnym, relace
pred. symboltim, funkce funkénim symbol&m.

w a(Ff(xe, ..y xn) = ai(F)(a(x1),...,ai(x,)) pro n-ami f

= p(ty, ..., th) < (a(te), ..., a(ts)) € ay(p) pro n-arni p
IEangelEpral Ee

IE-pelEe

I = 3xp < I[x/v] = ¢ pro néjaké v € Dy, kde I[x/v] je jako I, jen aypx/y(x) = v.
(predp. ze x je volna v )

*

*

*

*
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Diikazovy systém predikatové logiky
« Schéma axiomii kvantifikatoru:

+ Schémata vyrokovych axiomii Neni-li x volné ve ¢, pak

(A1) o= (¥ =) (Vx(e = ) = (¢ — (Vxv))
gigg (Lp 75;6 : 22)1(&1521@?—(?1; ) * Schéma axiomui substituce:
kde ¢, 1,7 jsou formule PL. (Vx ) = o[x/t]

kde t je term substituovatelny za x do ¢.

* Axiomy rovnosti:
Pro libovolné funkéni a predikatové symboly f/n a p/n a proménné x, x1,. .., Xn, Y1, -, ¥n

X =x
x1=y1 = (X =Ya = f(x1,..., %) =F(y1,- -, ¥n)--.)
x1=y1 = (X =Yn = P(Xt,--s %) = P(Y1y-evy Yn).-2)

* Pravidlo Modus ponens: « Pravidlo zobecnéni (generalizace):

Z predpokladti ¢ a (¢ — 1) odvodime zavér . Z predpokladu ¢ odvodime zavér (Vxyp).

Diikaz formule ¢ (z mnoziny predpokladii P),

kde T je mnozina formuli,

je sekvenci formuli p1,..., ¢, kde ¢, = ¢ a pro kazdé i : 1 < i< n,

formule ¢; je axiomem (nebo prvkem P)

nebo vznikla z ¢1, ... ¢;_1 aplikaci odvozovacich pravidel. Piseme - ¢ (P F ¢).
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Teorie

-

*

*

Teorie s jazykem L je mnozina vét z L (spec. axiomd, definiénich bodg,...).
Model teorie: interpretace M, kde M |= ¢ pro viechny spec. axiomy ¢ € T.
Logicky diisledek teorie. T |= ¢: ¢ je platna ve viech modelech T.
Dokazatelnost v teorii. T - ¢: Existuje ditkaz ¢ z predpokladd T.

Bezespornost: neni mozné T pa T F —p.
Efektivnost: mnozina axiomi je rozhodnutelna.
Syntakticka aplnost: pro vétu, bud T F ¢ nebo T F —¢.

AV

PL je korektni: Pokud T + ¢, potom T | ¢.
PL je sémanticky aplna: Pokud T = ¢, potom T F . (Godel)
PL je efektivni: Mnozina diikazti (v efektivni teorii) je rozhodnutelna.

AN

Nedplnost a nerozhodnutelnost
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Rozhodnutelnost, Gplnost

Teorie je (castecne) rozhodnutelna, pokud {p | T |= ¢} je (Castecné) rozhodnutelna.

Pro efektivni, bezespornou a tplnou teorii je {¢ | T+ ¢} ={¢ | T = ¢} rozhodnutelna.

Generuj fetézce v lex. poradi, dokud nenajdes dikaz ¢ nebo —.

x z korektnosti: ditkaz znamena platnost
% z efektivnosti: diikaz je zkontrolovatelny
« ze syntaktické Gplnosti: ditkaz jedné varianty se €asem najde (terminace)

Rozhodnutelnost neimplikuje Gplnost! Ale

( Rozhodnutelna bezesporna teorie ma aplné, efektivni a bezesporné rozsireni.

Rozsifeni teorie T je teorie T' D T.
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Dokazovani o ,zajimavych” matematickych strukturach?

« Mat. struktura je definovana aplnou (a bezespornou a efektivni) teorii = viechno se da dokazat
nebo vyvratit, a existuje mechanicky matematik.
x Je to mozné pro zajimavé matematické struktury?
Np¥. aritmetika pfir. Cisel, mnoziny, relace, algebry, grafy, ...7?
« Dokazali bychom v principu automaticky dokazovat teorémy, véetné fady nevyresenych /
nefesitelnych problémi, jako
- Je kazdé sudé ¢islo je souctem dvou prvocisel? (Goldbachova doménka)
- Daji se realna ¢isla dobre usporidat?
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Pro pfipomenuti: Peanova aritmetika Tpa
Pocitani, + a = v N.

-

1. Vx=(S(x) = 0)

3. pro formule ¢ jazyka Tpa s jednou volnou proménou:

[£(0) A (¥x(sp(x) = (S(x)))] = ¥x ((x))

4. Vx(x+0=x)

5. ¥xy(x + S(y) = S(x +y))
6. Vx(x-0=0)

7. ¥xy(x-S(y) =x-y+x)

(nula je prvni)
2. Vxy(S(x)=S(y) > x=y) (kazdy ma jiného naslednika)

(ax. indukce)

(0 je neutralni k +)

(def nasobeni

(def scitani

)
(0 je nulova k -)
)

/

0.5(0). 5(5(0))). S(5(5(0)))). S(S(S(5(0))))). S(S(S(S

Tra )25(10) + 5(10):5(52(0)) a Tpa "5(10) + 5(10)
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Godelovy véty o netiplnosti

Prvni Gédelova veta o neuaplnosti:
Zadna efektivni bezesporna teorie PL zahrnujici Peanovu aritm. nemize byt Gplna.

x V Tpa nemiizeme dokazat vsechny platné teorémy prirozenych Cislech.
Tpa nedefinuje prirozena &isla Gplné presné.

% Nejde to opravit, v PL ani a v Zddném jiném efektivnim bezesporném systému.

*

Logické odvozovani ma své limity, stejné jako pocitani.

* Aritmetika pfir. Cisel je nerozhodnutelna.
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Godelovy véty o netiplnosti

Druha Gédelova veta o nedplnosti:
V zadném bezesporném a efektivnim logickém systému zahrnujicim Peanovu aritmetiku neni
mozné dokazat jeho vlastni bezespornost.
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Cast |

Kostra dtikazu prvni Godelovy véty

Kostra ditkazu prvni G8delovy vety Neapl a hod | 10 / 39




Sebereference

% Athénané nikdy nelZzou, Krétané vzdy Izou. Kdo mize fict ,,Pravé 1zu."?

% ,, Tato véta neni pravdiva." Je to pravdiva véta?

% ,, Tato véta neni dokazatelna.” Je to pravdiva véta? Je dokazatelna?

x M je mnozina mnozin, které nejsou prvkem sama sebe. Je M prvkem sama sebe?

x Stroj T zastavi na kédu stroje T’ pravé tehdy, kdyz T’ nezastavi na vlastnim kédu. Zastavi T na
vlastnim kédu?

Kostra ditkazu prvni G&delovy vety Neapl a hod |
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce nad abecedou {—, N, P, (,), }*.
Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
Vyroky maji vyznam:

- P(X): X je tisknutelny.

- PN(X): norma X je tisknutelna. Norma fetézce X je fetézec X(X).

- =V: neni pravda, ze V.

*

*

*

Systém je korektni. Tiskne pouze pravdivé vyroky.

( Maze systém byt Gplny? Byt schopen vytisknout viechny pravdivé vyroky? )

x Vyrok, ktery implikuje netisknutelnost sebe sama?

Nepravdivy, tedy tisknutelny. Spor s korektnosti.

~PN(=PN) { Pravdivy, tedy netisknutelny. Spor s Gplnosti.
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Zakladni pozorovani: Jména Cisel a ¢isla slov

*

Formalni zapisy jako formule, diikazy, popisy Turingovych stroji ... jsou slova nad koneénou
abecedou.

+ Slova se daji usporadat, treba abecedné, a Cislovat.

*

Napf¥. Cislo slova je hodnota jeho ASCI zapisu interpretovaného jako binarni Cislo.

* Mizeme mluvit o &isle slova a Cislovce (slové/jmeéné cisla).

Kostra ditkazu prvni G&delovy vety Neapl a hod | 13 / 39




Seb

ereference, abstraktni systém

Abstraktni formalni systém

*

*

*

*

*

*

*

& je mnozina vyrazi, slov nad néjakou konecnou abecedou.

S C &£ je mnozina vet.

T C S je mnozina pravdivych vet.

P C S je mnozina dokazatelnych vet.

R C S je mnozina vyvratitelnych vet.

H C & je mnozina predikatii, kde pro kazdé H € H a n € N, H(n) je véta.
Korektnost: P C T, R CEN\T.

Syntakticka aplnost: S C PUR.

Kostra ditkazu prvni G&delovy vety Nei: a

Expressions
Sentences
True sent.
Proovable

Refutable
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Sebereference, notace

*

Ocislujeme vyrazy: Necht kazdy vyraz e ma Gddelovo cislo G(e).

*

E, znadi vyraz s G. Cislem n.

*

Vyraz E,(n) nazyvame diagonalizaci n.

* Predikadt H vyjadruje mnozinu A= {ne N | H(n) e T}.
% A znacime komplement N\ A mn. A.

Pro ACN, A*={ne N| G(E,(n)) € A}.

*
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Tarski: V systému se sebereferenci nevyjadfime pravdivost

Dostatecné expresivni systém nemtize vyjadrit pravdivost vlastnich vét, t.j. mnozinu
T={G(e)|ecT}

Stadi, kdyz

Gl A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A, a

G2 A je vyjadfitelna pro kazdou vyjadFitelnou A.

Dukaz:
x Necht je T vyjadritelna.
Z G2 je T vyjadritelna (Cisla neodpovidajici pravdivym vétam).
Z Gl je T* vyjadritelna. (Cisla n predikatti takovych, ze E,(n) neni pravdiva véta)
Necht Z vyjadfuje T* a necht G(Z) =z (tj. Z = E,).
Z(n) vyjadfuje, ze E,(n) neni pravdiva véta.
Z(z) je véta ,Jsem nepravdiva." (Z(z) znamena, ze E,(z) neni pravdiva véta, a E, = Z)

2(2)eT*E7 2 T % G(Z(2) e TS 6(2(2) ¢ TS 2(z) ¢ T Spor.

* X %

*

*

( Varianta 2: Pokud plati G1, T nenf vyjadFitelna. )
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Sebereference a nedplnost

Necht P = {G(e) | e € P} jsou Cisla dokazatelnych vét.

C Pokud je P* vyjadfitelna a systém je korektni, potom neni Gplny.

Dukaz:
% Necht H vyjadfuje P* a h = G(H).
H(n) vyjadfuje, ze E,(n) neni dokazatelna véta.
« H(h) fika ,,Nejsem dokazatelna.”" (Ex(h) neni dokazatelna véta a E, = H)

(h)
def. H( ) . . .
x H(h) & H(h) € P. Spor s korektnosti. Musi platit opak.
H(h) € e H(h H(h) & P. H(h) je pravdiva nedokazatelna formule.

Dostatecné expresivni systém nemize byt aplny. Staci, kdyz
Gl A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.
G3 P je vyjadritelna.

Kostra ditkazu prvni G&delovy vety
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Kostra Godelova dikazu: Cislovani formuli

Godel dokazal, ze systém Tpa je dostatecné expresivni, aby nemohl byt Gplny, protoze spliuje
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.

G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.

G3 P (cisla dokazatelnych vét) je vyjadritelna.

G2 je super snadna, v PL mame negaci. G1 je pomérné snadna. G3 je velmi komplikovana.

Cislovani formuli je tfeba zvolit tak, aby se G1 a G3 dokazovaly dobte (Godel pouzil jiné).

x Kazdy pouzivany symbol a ma ¢islo G(a):

o0 () f, v o=V = <

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
« Cislovky 0,07,0”,0”, ..., * jména proménnych v, v/, v v ..,
* +, * a exponent: ', " " * f je oddélova¢ formuli v diikazech.

Slovo w = ag - - - a, € N*, je zapisem Gédelova cisla ve tfinactkové soustavé:

G(w) = (ap *13") + (a1 * 13" 1) + - .- + (3, * 13°)
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Kostra Godelova dikazu: G1

Pro vyjadfitelnou A C N je A* = {n € N| G(E,(n)) € A} také vyjadritelna:

+ Konkatenace je vyjadfitelna. G(u.v) = G(u) * 13!Vl + G(v). Znacime G(u) o G(v).
Musime jen vyjadFit |v| jako funkci G(v) ...

n

~
Kéd éislovky A s hodnotou n? i je 0"'"". Protoze G(0) =1 a G(') =0, mame G(A) = 13".

*
x G(Ee(n)) je vyjadritelné na zakladé e a n:
Pokud E. ma volnou proménnou v, E.(n) je ekvivalentni Vv(v = i1 — E.).
% G(Ee(n)) =kol13"08o0eo03
k 13" g e 3
— S A~
VV(V = n Q\ Ee )
x Pro predikat F vyjadfujici A, pak A* je vyjadfena predikatem F* definovanym takto

(vime, ze F*(n) & G(F,(n)) € A< 3v(v = G(F,(n)) A F(v))):

F*(n) = 3v(v=ko13"080eo03 A F(v))

Kostra ditkazu prvni G&delovy vety Nei: a h
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Zbytek Godelova ditkazu

Zbyva ,jen" formulemi aritmetiky
« vyjadFit |w| jako funkci G(w),
x vyjadrit x¥ v Tpa (pomoci nasobeni a scitani),

* vyjadrit P.

Technicky velmi komplikované, zvlast vyjadrit P.

Je tfeba definovat predikat D takovy,

ze D(m, n) pravé kdyz m je G. Cislem ditkazu formule s G. &islem n.
P je potom vyjadfena predikatem 3m D(m, n).
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Cast |l

Nedplnost a nerozhodnutelnost
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Nelplnost a nerozhodnutelnost

Gédel:
Bezesporna teorie zahrnujici Peanovu aritmetiku nemize byt syntakticky Gplna.
(Existuji pravdivé formalné nedokazatelné véty o artimetice pfirozenych cisel.)

Turing:
Problém zastaveni je nerozhodnutelny.
(Existuji algoritmicky nefesitelné problémy.)
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Diikaz a vypocet

«x Diikaz /vypocet jsou velmi podobné véci:
- Je to sekvence formuli / konfiguraci,
- které jsou bud axiomy / inicialni konfigurace
- nebo jsou odvozeny z predchozich pomoci jednoduchych mechanickych
odvozovacich pravidel | pravidel danych prechodovou funkci.
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Nerozhodnutelnost HP jako instance abstraktni Tarského véty

( Varianta 2 T.v.: Pokud plati G1, potom T nenf vyjadritelna. )

(G1: Pro vyjadritelnou A C N je A* = {n € N | G(E,(n)) € A} také vyjadritelna)
Abstraktni formalni systém, instanciovany pro Turingovy stroje

* &£ je mnozina vyrazl — fetézcd.

x § C & je mnozina vét — formy M(n) kde M je zapis TS.

* T C S je mnozina pravdivych vét — vét M(n) kde M zastavi na n.

% H C &£ je mnozina predikatti — kédii TS. Pro M € H a n € N je M(n) véta.

G1: pro vyjadritelnou A je také A* vyjadritelna:
* Necht stroj M vyjadfuje A (zastavi pravé pro elementy A).

* Potom A* je vyjadfena strojem M*, ktery pro vstup n simuluje M na M,(n).
(konstrukce M, na zakladé n je mozna, viz kédovani TS).

Rozhodnutelnost problému zastaveni strojem K by ale implikovala vyjadfitelnost 7. Spor.
(simuluj K, ale cykli, pokud K pfijima)
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Podobnost Godelova a Turingova diitkazu

\

Gddel: Nemiizeme dokazat nebo vyvratit kazdou formuli.
Sporem. Formule ¢(x) : =3y D(y, x) ¥ika, ze formule s G. &islem x neni dokazatelna, pokud je
x dosazeno za jeji volnou proménnou.

x (G (1)) je dokazatelna. Pak, podle definice v, neexistuje ditkaz ¥(G(%))).
x —h(G(¢)) je dokazatelna. Pak, podle definice v, existuje ditkaz ¥(G(v)).

W
~

Turing: Zastaveni je nerozh. (neexistuje TS, ktery zastavi pfijme nebo zastavi a zamitne).
Sporem. TS M, ktery zastavi < jeho vstup je kédem TS, ktery nezastavi na vlastnim kédu.

x M((M)) zastavi. Pak, podle definice M, M nezastavi s vlastnim kédem na vstupu.

« M((M)) nezastavi. Pak, podle definice M, M zastavi s vlastnim kédem na vstupu.

Wy,
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Redukce problému zastaveni na problém platnosti aritm. formule

Méjme DTS M ktery, pro jednoduchost, nikdy neskonci abnormalné.
Sestrojime aritm. formuli ©™ platnou pravé tehdy, kdyz M zastavi na slové w = a; - - - a,,.

Formule ¢ definuje vztah mezi stavem S(k) v kroce k vypoétu M, pozici hlavy H(k) v kroce k, a
znakem Z(k, p) v kroce k na poli pasky p:

Konkrétngji, oM specifikuje, 1) co plati na zacatku béhu, 2) jak nasledujici konfigurace zavisi na
predchozi, a 3) zZe stroj nékdy zastavi:
Sﬁx = Qinit A PA A Pstop

Na zacatku jsme ve stavu 0, hlava je na zacatku, a paska je formy AwAA .. ..
n+1

ga,-,,,-tES(O):qo/\H(O):1/\Z(O,1):A/\(/\Z(O,p):ap)/\(Vp>n+1:Z(O,p):A)
p=2

Stroj zastavi, kdyz se nékdy dostane do koncového stavu.

Pstop = Jk : S(k) = qr
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Pro kazdou k-tou konfiguraci vypocCtu, s jakoukoliv pozici hlavy p, k + 1-t4 konfigurace bude
vysledkem kroku vypoctu, ktery zavisi na momentalnim stavu g a symbolu pod hlavou a.

oA =VkVp A @2 kde, pokud d(q,a) = {(q’,X)}, X € {L,R} UL, potom
qEQ,acl
P(q.a) = (S(k) =qAH(k) =pAZ(k,p)=a)—
(Stk+1)=g)AH(k+1)=p A Z(k+1,p) = A
Wb 4 p: Z(k+1,5) = Z(k. 7))

p pokud X € ¥
k@ﬁ_{ a,_{XpokualXez

+1 pokud X =R | |
b1 pokud X — L a2 pokud X € {L, R}
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Diikaz (skoro) prvni Godely véty redukci z nezorhodnutelnosti HP

©M je platna pravé tehdy, kdyz T zastavi na w.

Tedy, platnost aritmetickych formuli nemize byt rozhodnutelna,
protoze potom by byl rozhodnutelny problém zastaveni.

I'Nepouzili jsme Tpy, ale podobnou logiku.

Pouzili jsme Presburgerovu aritmetiku ( Tpa bez nasobeni) obohacenou o neinterpretované funkéni
symboly (S, H, Z), pro ktera plati axiomy rovnosti. Oznaéme ji Tpresp- -

Neinterpretované funkce umi kédovat nasobeni: Vxy f(0,x) = 0A f(y + 1,x) = x + f(y, x). Bez
(S§,H,2), Cisté s Tpa (jen pomoci + a *), by to nebylo na slajd ...

( Tpresbr Nemiize byt aplna, protoze pak by platnost aritm. formuli byla rozhodnutelna. )

Stejné ani zadné rozsifeni Tpresp+ (efektivni a bezesporné), ani jakykoliv jiny efektivni a korektni
systém charakterizujici s¢itani prirozenych Cisel a neinterpretované funkce presnéji, nemtize byt Gplny.
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O ¢em premysleji vrany na elektrickém vedeni

V zadném jednom efektivnim rozumném systému nemtizeme formalné
dokazat viechno, co je pravda (napf. o prirozenych &islech).

Muazeme ale dokazovaci systémy dal vyvijet,

napf. objevovat nové axiomy, které umozni dokazat vice.

Mazeme tak €asem dokazat cokoliv, co je pravda?

Dvé moznosti:

1. Proces vymysleni novych axiomi a systémi je také vypoctem stroje s Turingovskou silou.
Pak je to jen komplikovany TS generujici teorémy.
Aplikuji se tedy véty o nelplnosti a nerozhodnutelnosti:
Nemtizeme dokazat kazdou platnou formuli. Existuji ,,nedokazatelné pravdy".
2. Pokud miazeme kazdou formuli nékdy néjak logicky zdtivodnit, dokazat, pak je lidské pfemysleni

procesem s vétsi (nebo jinou) nez Turingovskou silou, neda se formalizovat jako efektivni a
korektni systém.
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Poznamky

+ Uplnost teorie implikuje rozhodnutelnost (generatorem teorémi a diikazii).

Ne naopak. Teorie miize byt rozhodnutelné, tj., existuje algoritmus rozhodujici platnost v teorii,
a stale nedplna.

« Cista prvoradova logika s rovnosti (axiomy rovnosti: reflexivita, funkéni a predikatova
kongruence) je nedplna (napf. jednoprvkovy vs. nekonecny model a formule VxVy(x = y), je
mozné ji zaplnit pridanim axiomu specifikujiciho velikost domény).

Je ale rozhodnutelna (Leopold Léwenheim, 1915).

+ Uplnost a , presnost definice” neni presné to stejné. Peanova aritmetika je neiiplna, ale
Presburgerovat aritmetika (Peanova aritmetika bez nasobeni) je Gplna. Protoze Tpa je neaplna,
mé vice modelii, a protoze presburgerova aritmetika je podmnozinou specialnich axiomti Tpa,
musi mit také vice modelii. Presburgerova aritmetika je ale uplna, protoze rozdil mezi riiznymi
modely se v ni neda vyjadrit.

+ Uplna teorie je rozhodnutelna generatorem teorémii/diikazii, ale vétsinou existuje i mnohem
efektivnéjsi algoritmus. Napiiklad pro Presburgerovu aritmetiku.
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Formalni versus neformalni dokazovani/premysleni

Véta
"Toto je nedokazatelna véta."

musi byt pravdiva, a tedy nedokazatelna, protoze jinak by byla dokazatelna, a to by byl spor s
korektnosti dokazovaciho systému.

x PFirozeny jazyk je také systém se syntaxi a sémantikou a pravidly odvozovani.
% Pravé jsme v ném formulovali a dokazali vétu , Toto je nedokazatelna véta.”,

x ktera je nedokazatelna ...
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Cast Il

Priklad rozhodovaci procedury pro prvoradovou teorii
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Eliminace kvantifikator(

Priklad: Je formule diskedek teorie racionalnich €isel Tg se signaturou {0,1,...,+,<}?
JyVx(x #5Vy # 3x)
i)
Jy-Ix(x =5Ay = 3x)
1
Ay(~y = 15)
i}

N\ ' Y,

Priklad rozhodovaci procedury pro prvoradovou teorii Nei: a 33 / 39




Eliminace kvantifikatort obecné

Eliminace kvantifikatoru (QE) transformuje (3x¢) na T-ekvivalentni ¢ bez volného vyskytu x.
(pokud ¢ ma mnozinu volnych proménnych V/, pak ¢ ma mnozinu volnych proménnych V' \ {x})

*

*

*

*

E3

*

4 Platnost véty ¢ pomoci QE

Eliminuj vsechny kvantifikatory induktivné ke strukture formule. Procedura elim(y):

Pokud ¢ je bez kvantifikatord, vrat ¢, jinak

pokud ¢ = Ix1) kde 1 je bez kvantifikatora, vrat QE(yp), jinak
pokud ¢ = Ix1), vrat elim(Ix(elim(+)))), jinak

pokud ¢ = Vx1), vrat elim(—3—1)), jinak

pokud ¢ = =, vrat —(elim(v)), jinak

pokud @ = ¢ V', vrat elim(y) V elim(y)’).

Rozhodni platnost vysledné proménné bez proménnych.

~

Teorie musi pripoustet eliminaci kvantifikatorii:

% Pro kazdou Ixp musi existovat ekvivalentni v bez x,

* musi existovat eliminacni procedura (aplny TS), ktera ¢ vytvofi.

Platnost formuli bez proménnych musi byt rozhodnutelna.

| hod I

Priklad rozhodovaci procedury pro prvoradovou teorii Nei: a
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Fourier-Motzkin: QE pro Q se s¢itanim

QE pro formuli 3x¢ z teorie racionalnich Cisel Tq se signaturou {0,1,...,+,<}
(napf. JyVx.x 5V y # 3x)

Priprava:
1. preved ¢ to DNF
2. presun 3 do disjunkti
(BxPVQR)e (IxP)V(3xQ)

3. odstran disjunkty, které nemluvi o x

(IxPAQ) < (3xP)AQ pokud x nenivolné v Q

Ix(B<xAx+2y <6Ay<0)V(3x <2y))
(Ix3<xAx+2y <6Ay <0)V(Ix3x < 2y)
(Bx3<xAx+2y<6)Ay <0)V(Ix3x < 2y)
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Fourier-Motzkin teorém

Nad R or @ mame

(Ixc<axAbx<d) & bc<ad

Intuitivngji, pokud a,b # 0: (Ixc <ax A bx < d) & (Ix$ <xAx< %) & << %
Centralni eliminaéni formule:
m k m k
dx (/\ ¢ < a,-x) N /\ bJ'X < dJ = /\ /\ bjC,’ < a,-dj
i=1 j=1 i=1j=1
(pokud ¢ obsahuje pouze horni/pouze dolni omezeni na x, potom eliminace vrati 1)
tetiolnost a rerozhodmutel 36/ 39
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Priklad

*

Vx(204+x <0 —=3Jy(By +x <10A20 <y —x))
(preusporadej)

S Vx(20+x <0— Jy(20 —x < y A3y <10 —x))
(eliminuj y)

< Vx(20+x <0 — 60+ 3x < 10 — x)
(preusporadej)

< Vx(20+x <0 — 4x+50 <0)

(pFeved V na 3)

& —3x(20 + x < 0 A 4x + 50 > 0)
(pFeusporadej)

< —3x(—50 < 4x A x < —20)

(eliminuj x)

< -(=50< —80) & T

*

*

*

*

*

*

Priklad rozhodovaci procedury pro prvoradovou teorii Nei: a
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Slozitost

x Centralni eliminaéni formule vyrobi formuli kvadratické velikosti: ma m * k konjunktd, jeji

velikost je v O(|¢]?).
« Transformace do DNF je exponencialni.
% Tyto dva kroky jsou opakovany pro kazdou alternaci kvantifikatord.

Jy.¥x.(aAb)V(cAd)V(eAf)
Jy.—Ix—((aAb)V(cAd)V(eAT))
Jy.—3Ix.(maV =b) A (—cV —d) A(—eV —f)
Jy.—3Ix.(-a A —-cA—e)V(maA-cAf)V
(maA—dA=e)V(maA-dA=f)V(=bA-cA—e)V
(mbA=cAN=f)V (=bA=dA—e)V (=bA-dA—f)
Jy.—(kvadraticky vétsi DNF)
exponencialni CNF ...

% Slozitost je neelementarni, véz exponencial s vyskou linearni k poctu alternaci kvantifikatord.

Priklad rozhodovaci procedury pro prvoradovou teorii
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Nékteré rozhodnutelné a nerozhodnutelné teorie

Nerozhodnutelna je
+ Peanova aritmetika, N s =, + a x,
* teorie racionalnich ¢isel Q s =, + a *,
* teorie s = a dvéma neinterpretovanymi funkénimi symboly/binarnim relaénim symbolem,
« mnoho dalSich, rozhodnutelnost je vzacna.

/
4 )

Rozhodnutelna je

% teorie rovnosti,
x teorie realnych Cisel R s =, + a *,
« Presburgerova aritmetika, N s = a +,

* Skolemova aritmetika, N s = a x,

* Fada existencialnich (a jinych) fragmentt teorii (pouziti v SMT-solvingu).

Priklad rozhodovaci procedury pro prvoradovou teorii Neapl a hod | 39 / 39




	Kostra důkazu první Gödelovy věty
	Neúplnost a nerozhodnutelnost
	Příklad rozhodovací procedury pro prvořádovou teorii

