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Pouzita notace
o #,.(w) — pocet symbolu a € ¥ v fetézci w € X*

e mod — operace modulo

e w! — reverze fetézce w € *

e [3 — tifda regularnich jazyku

e [, — tiida bezkontextovych jazyku

e [, — t¥ida kontextovych jazyku

e Lrpc — tiida rekurzivnich jazyku

o [ — t¥ida rekurzivné vy¢cislitelnych jazyka

e card(M) — kardinalita (velikost) mnoziny M

o <M> — zna¢i kéd TS (napf. viz. konstrukei univerzdlniho TS)
e <n> — znadl kod ¢islan € N

e <w> — znadi kéd Tfetézce w € ¥*

e steps(M,w) — pocet kroku, ktery TS M provede na slové w

1 Formalni jazyky a zakladni operace
1. Necht Ly = {¢,a,b,bb}, Ly = {a,aa,bb}. Uréete vyttem vsech fetézcu jazyky Ly U Lo, L1 N Lo, Ly \ Lo,
Ly- Ly, Ly - Ly, L? a prvnich 10 prvki jazyka L} v usporadani podle délky fetézcii.
Reseni:
L1 ULy = {e,a,b,bb,aa}
L1 N L2 = {a, bb}
Ly \L2 = {67 b}
Ly - Ly = {a, aa, bb, aaa, abb, ba, baa, bbb, bba, bbaa, bbbb}
Ly - Ly = {a, aa, bb, ab, abb, aaa, aab, aabb, bba, bbb, bbbb}
L? = {¢,a,b,aa, ab, abb, ba, bb, bbb, bba, bbbb}
Lt ={e¢,a,b,aa, ab, ba, bb, aaa, aab, abb . . .}

2. Popiste (neformdlné) tyto jazyky a jejich vzdjemny vztah:

(a) L1 = {a,b}" - {b,a}"
(b) Ly ={a,b}" - {a}” - {b}"
(¢) Lz ={a}"-{a,b}"
Reseni: Ly = Ly = Lz = {a,b}* tj. jazyk vsech slov na abecedou {a, b}.
3. Uspoiadejte (podle mnozinové inkluze) tyto jazyky:
(a) L1 = {a,b}"
) Lo ={a,b,c}*
(¢) Lz ={a}*{b}"{c}"
(d) La=A{w € {a,b}" | #a(w) = #s(w)}
) Ls ={w € {a,b,c}" | #a(w) = #p(w)}
) Lg ={w € {a,b,c}* | In > 2: #,(w)" + #p(w)" = #.(w)"}



Resen{: Plati nasledujici vztahy

Lo DL DLy

Ly D Ls

LoD LsD Ly

L2 D) LG
4. Pomocf jazyki Ly = {0} a L; = {1} nad abecedou ¥ = {0, 1} a zékladnich jazykovych operaci zkonstruujte

nasledujici jazyky:

(a) Ly = {w € ¥* | w obsahuje maximdlné t¥i vyskyty symbolu 1 }

(b) Ls = {w € &* | w vyjadifuje liché ¢islo v bindrni notaci (bez vedoucich 0) }
(¢) Ly = {w € ¥* | w obsahuje bud jeden anebo sudy pocet symbolu 1 }

)

(d) Ls = {w € * | w obsahuje sudy pocet podfetézci “01”nebo “10”}

Resen{ pitkladu a):

Ly =Ly ULSLy LU (LEL LE)? U (LEL, LY)?

5. Uvazme ¥ = {a,b}. Rozhodnéte a dokazte, zda plati ndsledujici tvrzeni:

)
)
)
)
) YLy C ¥* : LT je nekonecny
) 3L, C ¥* : LT je nekonecny
) VL1,Ly CYX*: LT UL = (L1 ULgy)*
) ALy, Lo CX*: LI ULY = (L U Ly)*
(i) VL € X (L))" = L

) 3L C T (L) = L}
(k) VI, CY*: Li =L} <= ec€ L
)AL CY L =L <= cc
Resen{ piikladu a): Toto tvrzeni neplati, zejména neplati tato implikace

VLy,Lo, L3 CX* : L1 - L3 C Ly-L3 =Ly C Ly

Uvazme naptiklad jazyky Ly = {a}, Ly = {b} a L3 = 0. Pak Ly - Ly = Lo - L3 = 0 ale neplati, ze L1 C Lo.
Resen{ piikladu b): Toto tvrzeni plati. Staci zvolit napitklad Ly = Ly = {a} a L3 = {€}. Pak Ly - L3 =
L2'L3:L1 :LQZ{Q}.

6. *Urcete vsechny jazyky L C {a,b,c}*, pro které plati L* = L, a usporddejte je dle mnozinové inkluze.
Resenf: Takovych jazykt je nekonecné mmnoho. Patii sem napifklad jazyky {e} < {a}* C {a,b}* C
{a,b,c}*. Napiiklad je ziejmé, ze ({a}*)* = {a}*. Déle sem pati{ napiiklad jazyky {a’}* pro libovolné i.
Toto ndm dévé existenci nekoneéné mnoha téchto jazyku. Otazkou zustava jestli téchto jazyku je spocetné
mnoho — tento problém je nad rdmec nasich znalosti.



2 Zakladni konstrukce pro regularni jazyky

1. Zkonstruujte koneéné automaty a reguldrni gramatiky pro tyto jazyky:

(a) L =A{w € {a,b}" | #a(w) > 3}

(b) L ={w € {a,b}" | #a(w) <3}

€)= 1€ ()" | hals) o 3= () o )
(d) L o (bb 4+ co)* ({a}* - {bb, cc}*)

Reseni piikladu a):

KA A, L(A) = L:

Gramatika G, L(G) = L:
G= ({S, Sl,SQ,Sg,F},{CL,b},P, S) kde P:

S — bS|aS:
S1 — bS1 | aS,
Sy — bS5 | aSs
S3 — bS3 | aF
F — aF |bF | ¢

2. Pomoci regularnich vyrazu popiste tyto jazyky:

(a) L= {w € {a,b,c}* | #n(w) > 2}
(b) L= {w € {a’bac}* | #a(w) < 2}
(¢) L={w € {a,b,c}* | #4(w) mod 2 = 0}

Resen{ pitkladu a):
L=0b+c%ab+c)alb+c)ala+b+c)*

3 Transformace kone¢nych automata a regularnich gramatik

1. Pieved'te nasledujici nedeterministické automaty na ekvivalentni deterministické automaty. Postupujte
dle algoritmu z prednédsky. Neni tfeba uvadét nedosazitelné stavy

(a) A= ({QO7 qi, q2}7 {aa b}a 67 q0, {qQ})’ kde 0 je definovéna jako

6(qo,a) = {qo, 1 }, 5(qo,0) = {qo},
6(q1,a) = {q2}, 6(q1,b) = {q0, 01},
5(q2,a) = 0, 8(q2,b) = 0.
(b) A= ({q0,41,92},{a,b},6,q0,{g2}), kde & je definovina jako
(g0, a) = {qo}, 3(q0,0) = {qo0, 41, g2},
6(q1,a) = {2}, 3(q1,0) = {qo},
6(g2,a) =0, 6(q2,b) = {a=}-



Resen{ pitkladu a):
a ‘ b
- {90} {90, 1} {ao}

{00.a1} | {00- 01,02} | {0, 01}
— {QOaQMQQ} {QO7917Q2} {QOJH}

2. Prevedte ndsledujici rozsifené automaty (tj. automaty s e-kroky) na ekvivalentni deterministické automaty.
Postupujte dle algoritmu z prednédsky. Neni tfeba uvadét nedosazitelné stavy

(a) Automat na obrazku nize.

(b) Automat na obrizku nize.

Resen{ pitkladu a):
inicidlni stav A = e-uzdver({0}) = {0, 1,3}
0(4,a) = e-uzéver({1,2}) = {1,2,3} = B
3(A,b) = e-uzéver()) =0 = C
0(B,a) = e-uzaver({1,2}) = {1,2,3} = B
d(B,b) = euzaver({0}) = {0,1,3} = A
(C,a)=0(C,b)=C
F={A B}

3. Nésledujici automaty zadané tabulkou preved'te do redukované formy (tj. zkonstruujte ekvivalentni mi-
nimélni automat



la|b

11 3 1
-2 9 4
3| - 1
~41 9 4
5| 8 5

6| 5 4
—~T71] 6 9
8| 11| -

9| 7 9
10|12 | 3
11| 8 1
12| - | 10

Resen{ pitkladu a):

=
&

1

= =] = —
DS 2o~ B e w o w

GO O 00| N O i Nl T

Nejdiive automat zuplnime, tj. doddme prechody do nekoncového stavu 13:

§(3,a) =13 46(8,b) =13 6§(12,a) =13 §(13,a) = 6(13,b) = 13

Déle spocitdame mnozinu dosazitelnych stavu @ z inicidlniho stavu 2.

Q=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13}

al|b a b

1 111 I 111

2 | 1|11 3 1|1
3111 5 1 1|1

5 | 1|1 8| 1|1

B 6 | I |11 1| 1|1
=0 8 | 1|1 =1 131 |1
9 |II| 1 SO 2 [0 IV
11|11 6 | I |1V
13111 or 9 | VvV |11

«~1II 4 |11 — IV 4 || 1V
7111 «~V 7| 0O

=9==3

4. Nasledujici koneéné automaty pfeved'te na ekvivalentni reguldrni gramatiky

(a) M z obrazku

(b) My z obrézku

Reseni pitkladu a): G = ({S1, S, S3}, {a,b, ¢}, P, S;) kde P :

Obrazek 1: KA M,

Sl — a52
SQ — CS2 | CSl ‘ bS3
53 — aSg | bSl | €

a b

I 1 I I
3 I I

5 I I

8 I I

11 ] I I

13| 1 I
-1 2 |IV | V
Ir 6 1|V
Iv. 9 | VI|IV
+~V 4 |1V |V
+~ VI 7 |III |1V




b

Obréazek 2: KA M,

5. Nasledujici regularn{ gramatiky pfeved'te na ekvivalentni koneéné automaty.

(a) G = ({51, 52,55},{a,b,c}, P,S1) kde P :
S1 — €| aSs | bSy
Sy — ¢S3 | aSs | b
S3 — €]aS; |b

(b) G = ({51, 52,55},{a,b,c},P,S1) kde P :
S1 — a|bSy|bSs
Sy — €e|aSz|b

Ss — aSs | ¢

Resen{ pitkladu a): Na obrazku.

6. Nasledujici reguldrni vyrazy pieved'te na ekvivalentni reguldrni gramatiky

(a) a™ + (ab)*
(b) ((@a+b)*e)
Resenf piikladu a):
R=a"+ (ab)* = aa* + (ab)*
Ga = ({Sa},{a}, {Sa = a}, Sa)
Gy = ({Sb}, {b}, {Sp — b}, Sp)
Gar = ({Sax}, {a}, {Sax — €S0+ = aSy+}, Se+) po odstranéni zbytecnych symbolu
G+ = ({SasSax}, {a}, {Sa = aSax, Sa» — €,S4» = aSa-},Sa)
Gap = ({Sa, Sp},{a,b},{Sa — aSp, Sp — b}, S,)
G(ab)* = ({S(ab)*,Sb}, {a, b}, {S(ab)* — €, S(ab)* — aSb, Sb — bS(ab)*}; S(ab)*)
GR = ({SR7 Sa* ) S(ab)* ) Sb}a {CL, b}a
{SR — aSa*7SR — €, Sr — aSb, S — €, Sa+ — aSa*,Sb — bS(ab)*aS(ab)* — €, S(ab)* — CLSb},
Sr)

7. Pro nasledujici jazyky

e Sestrojte NKA pro jazyk (pokuste se efektivné vyuzit nedeterminismus).



e Pieved'te algoritmicky tento NKA na ekvivalentni DKA.

e Ziskany DKA pfeved'te algoritmicky do redukované podoby, nebo ukaite, Ze jiz v redukované podobé

je.
(a) L ={a,b}{a}{a,b}* U{w € {a,b}* | #4(w) mod 2 =0}
(b) L ={w € {a,b}* | w obsahuje podslovo bba} U {w € {a,b}* | jw| mod 2 =0}

Resen{ pitkladu a):
NKA pro jazyk L.

Déle tento automat determinizujeme.

a b

o {1} {24} | {2,5}

{2,4} | {3,5} | {4}

+~ {2,5} | {3,4} | {5}

{4y | 5} | {4

< {5} | {4} | {5

< {3,5} | {3,4} | {3,5}

< {34} | 3,5} | {34}

Na zavér automat minimalizujeme.

a|b a | b a | b
&1 {1y I 1 &1 {1} |mi| o &1 {1} |V |1
(2,50 | T |1 (5} || 1 — 1 {5} |VI| O
N (5} |1 |1 I {25r | I |1 &I {25} | IV IO
=0 (3,5} | T |1 —! (3,5} | I | 11 T LIV {35) [IV [ IV
{3,4} | T | I {3,4} | I | I {3,4} | IV | IV
M {24} | I |0 I {2,4} | 1T | 11T V. {24} | IV | VI
{4y | 1|11 {4y | 1 |1 VI {4} | 11 | VI

. Navrhnéte a formalné popiste algoritmus pro operaci prunik nad dvéma

(a) deterministickymi KA

(b) nedeterministickymi KA (nepouzivejte determinizaci).

Resenf pifkladu a):
Vstup: Koneéné deterministické automaty A; = (Q1, 21,01, qo,, F1) a As = (Q2, X2, 02, qo,, F2)
Vystup: Deterministicky automat A = (Q, X, d, qo, F'), pro ktery plati L(A) = L(A;) N L(As)
Metoda:
1. Q = Q1 x Q2 (Piedpoklddejme, ze Q1 N Q2 = 0. V opaéném piipadé bychom prejmenovali stavy.)
2.3 =%, NYy (Pokud 3y NYs =@, algoritmus vraci libovolny automat A, kde L(A) = ().)
3.Vp,p' € Q1,4,¢ € Q2,a € X :6((p,q),a) =(p,q¢) < 01(p,a) =p' ANda(q,a) =¢
4. qo = (qol7qo2)
5 F = Fl X FQ

Rovnice nad regularnimi vyrazy
. Resenfm rovnic nad reguldrnimi vyrazy sestavte ekvivalentni reguldrni vyraz k témto automatiim

(a) M z obrdzku
(b) My z obrézku

Resenf pifkladu a):
XO = aX1
X1 = CX1 + CXO + bX2
X2 :CLX1+bX0+€



Postupnym dosazovanim dostavame

X1 =cX1 4+ caXi+baX; +bbXog+b=(c+ ca+ba+bba)X1+b=(c+ ca+ ba+ bba)*b
Xo = a(c+ ca + ba + bba)*b

L(My) = a(c+ ca + ba + bba)*b.

Pumping lemma

1. Rozhodnéte a dokazte, zda jsou nasledujici jazyky regularni. Pii dokazovani, ze je jazyk regularni, staci
uvést odpovidajici gramatiku ¢i automat. Pfi dokazovani, ze jazyk neni reguldrni, pouzijte Pumping
Lemma.

(a) L1 = {cw |[i >2Aw € {a,b}* A (#a(w) < #p(w) V Jw| < 3)},

(b) Lz ={w € {a,b}" | #a(w) = #u(w) V |w| = 3},

(¢) Ls ={w | w e {a,b,c}* N#.(w) =#p(w) A #c(w) =1}

(d) Ly = {a'b®cd |i>0Ni<j<2i}.

Reseni pitkladu a): Jazyk L; neni regularni. Dikaz sporem. Piedpoklddejme, ze L; € L3. Pak dle Pumping

lemmatu plati, ze

Ik>0:VweX:wel A |w>k=
Ar,y,z€X* w=ayz A y#e A |lvy| <k ANVi>0:zy'2€L)

Uvazme libovolné k > 0. Zvolme slovo w = c2a**1b¥*2. Plati, ze w € L A |w| = 2k + 5 > k. Pro kazdé

rozdélent slova w takové, ze w = xyz A y # € A |xy| < k, nastane alesponi jedna z nésledujicich moznosti:
e Podslovo y obsahuje znak c¢. Pak pro volbu i = 0 porusime podminku na poc¢et znaku ¢ a tudiz slovo

xy'z & L.
e Podslovo y obsahuje znak a. Pak y nemuze obsahovat znak b kvuli podmince |zy| < k, ale pro volbu
1 = 2 porusime podminku #,(zy*z) < #,(zy'z) a tudiz slovo zy'z & L;.

Ukéazali jsme tedy, ze pro libovolné validni rozdéleni jsme schopni vysledné slovo ”vypumpovat”ven z

jazyka, coz je spor s tvrzenim Pumping lemmatu. Tudiz jsme dokézali, ze L, neni regularni jazyk.

Reseni piikladu b): Jazyk Lo je reguldrni. KA na obrazku.

2. Dokazte, ze ndsledujici jazyky spliiuji tuto formuli (tj. pravou stranu Pumping lemmatu)

Fk>0:VweX:wel A |lw>k=
Ar,y,z€X* w=ayz A y#e A |lvy| <k A Vi>0:zy'z€L)

(a) L={a’¥ |i,j >0}

(b) L ={w € {a,b}"| [w] >3}

(c) L ={w € {a,b}"| Jw| <3}
Resenf piikladu a): Zvolme k = 3. Pro libovolné slovo w € L takové, ze |w| > 3, plati, ze #,(w) > 2, nebo
w = ab’, kde j > 2. Pokud #,(w) > 2, tak zvolime rozdéleni, kde y = a (y # € A |zy| = |a| = 1 < 3).
Potom xy'z € L pro libovolné i > 0, jelikoz #,(xy’z) > 0. Pokud w = ab’, kde j > 2, tak zvolime

rozdéleni, kde y = b (pak x = a Ay = b tedy y # € A |zy| = |ab] = 2 < 3). Potom zy’z € L pro libovolné
i > 0, jelikoz #(zy'z) > 0. Poznamenejme, Ze v obou pifpadech neménime poifad{ znaki a a b.



Myhill-Nerodova véta
.S vyuzitim Myhill-Nerodovy véty dokazte, ze nasledujici jazyky nejsou regularni:

(a) Ly ={a't’ | i #j}
(b) Ly = {a®" | n >0}
(¢) Ly = {w € {a,b}* | w = w?}

Resen{ piikladu a): Predpoklddejme, ze L; je reguldrni jazyk. Pak dle Myhill-Nerodovy véty plati, ze
In e N:|X*/., |=n (index relace prefixové ekvivalence je kone¢ny). Nyni uvazme n + 1 slov

Ukézeme, Ze Z4ddnd dvé riznd slova a® a a/ pro 0 < i »J < n nemohou byt v relaci ~, a tudiz |Z*/NL |> n,
coz je spor s nasim predpokladem o | ¥*/ ., |. Kdyby a® ~1, a/ pak musf platit, ze Vw € ¥* : a'w € L <=
a’w € L. Pokud zvolime w = b?, tak dostdvdme

a’t! € L
a’bt € L
Tudiz a® #1, a’. Z toho plyne, Ze |$*/, |> n, coz je spor.
. S vyuzitim Myhill-Nerodovy véty dokazte, ze nasledujici jazyky jsou regularni:
(a) L ={w € {a,b}* | #4(w) > 3000}
(b) L ={w € {a,b}* | #4(w) < 3000}
(¢) L={w € {a,b}* | #4(w) mod 3 = #p(w) mod 2}

Reseni pifkladu a): Sestrojime relaci pravé kongruence ~ s koneénym indexem a ukazeme, ze L je sjed-
noceni nékterych tiid rozkladu ¥*/ ..

U~V = F#o(u) = #4(0) V (Fa(w) > 3000 A #,(v) > 3000)

~ je ziejmé reflexivni i symetrickd. Pokud u ~ v A v ~ w, pak bud #,(u) = #,(w) nebo #,(u) >
3000 A #,(w) > 3000, a tudiz uw ~ w, tj. ~ je tranzitivni. ~ je i pravd kongruence: Pokud u ~ v, pak i
ua ~ va, jelikoz #,(ua) = #4(va) = #4(u) + 1 nebo #4(ua) > 3000 A #,(va) > 3000. Rovnéz ub ~ vb,
jelikoz #4(ub) = #4(u) A #4(vb) = #4(v).

5%/ = {[w] | 0 < i <3000} U {{w € {a,b}* | #a(w) > 3000}} kde

[z:] = {w € {a,b}" | #a(w) = i}
a tedy | X%/ |= 3002. Jazyk L odpovida jedné t¥idé 3*/., a to {w € {a,b}* | #4(w) > 3000}.

. Dokazte, ze neexistuje uplny deterministicky automat se 3 stavy, ktery akceptuje jazyk:

(a) L ={we{a,b}" | #a(w) >3}

(b) L ={w € {a,b}* | #4(w) mod 4 = 0}
Resen{ pifkladu a): Predpoklddejme, Ze existuje totalni deterministicky automat se 3 stavy. Pak dle Myhill-
Nerodovy véty | £/, |= 3. Uvazme 4 slova slova a’ pro 0 < i < 3. Pro libovolnou dvojici riznych slov
a'aa’ kde 0 <i,j <3Ai<j (pokud j < i slova prohodime) ukézeme, ze a’ 71, af a tudiz X/, [> 3,

coz je spor s nasim piedpokladem. Kdyby a’ ~p, a’ pak musi platit, ze Vw € ¥* : a'w € L <= a’w € L.
Pokud zvolime w = a3~7, tak dostdvame

a‘a®7 = a* pro k < 3 (piipomeiime, 7e i < j) a tudiz a’a®>7 ¢ L
a7 =a* €L

Tudiz ai ’7éL aj.

10



4. Formélné popiste relace ~1,~2C {a,b}* x {a,b}* (~1#£~3), které spliiuji Myhill-Nerodovu vétu pro jazyk
L = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo bb}, tj. relace je pravd kongruence s kone¢nym indexem a L je
sjednocenim nékterych tiid rozkladu danym touto relaci.

Reseni: Hledané relace mohou vypadat nasledovné:
ur~ v <= (u,v € (a+ba)")V (u,v € (a+ba)d)V (u,v € (a+ba)*bb(a+b)*)
Urgv = (u=v=¢)V(u,v € (a+ba)t)V (u,v € (a+ba)*b) V (u,v € (a+ ba)*bb(a + b)*)

Uvédomme si, ze ~1=~p,.

Uzaveérové vlastnosti regularnich jazyku

1. Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:
(a) (L1 NLy € ,Cg) AN (Ll N Ly je nekoneény) =14 € £3 V Ly € £3
(b) LiULye Ly3=L1€ L3V LyeLs
(¢c) Le L3= QL e L3kde OL={we L|w € {a,b}* A|w| > 100}
(d) LeLs=0LeL3kde OL={w e L|w e {a,b}* N #q(w) = #p(w) =5}
() LeLs=0LeL3kde OL={w e L|w € {a,b}* N #.(w) = #p(w)}
Resen{ piikladu a): Tvrzen{ neplati. Sta¢i uvazit
Ly ={a" |n>0}U{b"c" | n> 0}
Ly ={a" | n>0}U{c"d" | n>0}.
Pak L1 N Ly = {a™ | n > 0} je nekonecny reguldrni jazyk, ale Ly & L3 A Ly & L3

Resen{ pitkladu c): Tvrzeni plati. 0L = LN Ly kde L1 = {w € {a,b}* | |w| > 100} D4 se jednoduse
ukazat, ze L1 € L3. Pak z uzavienosti £3 na operaci N plyne, ze i QL € L3.

2. Rozhodnéte a dokazte, zda pro libovolny jazyk L a libovolny kone¢ny jazyk K plati nasledujici tvrzeni:

(a) Le L3<—= L\ K € L3
(b) Le L3<—= LUK € L3

Reseni piikladu a): =: Uvédomme si, ze L\ K = LNco — K. K je konetny = K € L3 = co— K €
Ls. 7 uzavérovych vlastnosti regularnich jazyka dostdvame, ze L Nco — K € L3. <: Uvédomme si, ze
L =(L\K)U(KNL). KNL je koneény tj. reguldrni a z uzdvérovych vlastnosti dostdvdme, ze i
(L\K)U(KNL)eLs.

Rozhodnutelné problémy pro regularni jazyky

1. Dokazte, ze nésledujici problémy jsou rozhodnutelné:

(a) Pro dany kone¢ny automat A = (Q, %, d, qo, F') je rozhodnutelné, zda jazyk L(A) je nekoneény.
(b) Pro dany koneény automat A = (Q, X%, d, qo, F) je rozhodnutelné, zda plati toto tvrzeni:

Vn € N: 3w € L(A) : #4(w) >n
Resen{ piikladu a): Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, ze A je deterministicky. Zavedeme relaci

~C QX Q:

p~q < JaeX:i(p,a)=q
L(A) je nekonetny <= Jg€Q,qf € F:qo~"q A g~ q N g~" g
Problém nekoneénosti L(A) jsme tedy pievedli na hledén{ cyklu (q ~7 q), ktery je dosaZitelny z inicidlniho

stavu (go ~* ¢) a je z néj dosazitelny koncovy stav (g ~»* ¢y).
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9 Zakladni konstrukce pro bezkontextové jazyky

1. Zkonstruujte zasobnikové automaty a bezkontextové gramatiky pro tyto jazyky:

(a) L= {a"b*™c™ | m,n >0}

) L
(b) L = {ww'w? | w e {a,b}* ANw' € {c,d}*}
) L

(¢) L={a'ticF |i>3(k+j) A i,jk>0}
(d) L ={a't’c*|3i>(k+j) A 4,5,k >0}
e) L={a't’ck|3i<(k+j) A i,j,k>0}

(
(f) L ={w € {a,b,c}*| #a(w) = #(w)}
(8) L =A{w e {a,b}*| #a(w) > #s(w) + 3}
(h) L ={w e {a,b}*| #a(w) > 2 #p(w)}
(i) L={w € {a,b,c}*| #a(w) > 2 (F#p(w) + #(w))}
Resen{ pifkladu a):
Automat na obréizku.

G = ({5,5,C}, {a,b,c}, P.S), “#faat e
kde P obsahuje pravidla: a,a/aaa )

S = 8 |C|SC . m
£ Dot Q)

€,a/a

Resen{ pitkladu c):
Automat na obréazku.

b,a/e c,a/e

kde P obsahuje pravidla: @
S — aaaSc | aaaS'b | A a, #/a#
S" — aaaSh| A a,a/aa
A — aAle

G=({S5, 4%} {a,b,c},PS), # €a/a € a/a

€,a/a

€,a/a
2. Pro nésledujici gramatiky navrhnéte (rozsifeny) zdsobnikovy automat, ktery provadi syntaktickou analyzu
e shora dolu,
e zdola nahoru.
V obou pifpadech proved’te analyzu zadaného slova w.

(a) G=({S,A,B},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S — €] abSA
A — AaB|aB|a
B — aSS | bA
Slovo w = ababa.
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(b) G =({S, A, B},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S — e¢| ASBB
A — alAa
B — blc
Slovo w = aabe.

Resen{ pitkladu a): Shora doli. ZA A = ({¢}, {a,b},{S, A, B, a,b},d,q,S,0), kde
6(%678) - {(CI7 ) (q7abSA)}
(q?€7A) - {(q7AaB) (qvaB>7 (qaa’)}
d(q,¢€, B) = {(q,a85),(q,bA)}
5(Q7 a, a’) - {(Q7 6)}
(g, 0,b0) ={(q,€)}

(¢, ababa, S) F- (q, ababa, abS A) F2 (¢, aba, SA) - (q, aba, A) & (g, aba,aB) \- (q,ba, B) - (q,ba,bA)

F(q,a,A) F (q,a,a) - (q,€,€)

Zdola nahoru. ZA A = ({¢,7},{a,b},{S, A, B,a,b,#},6,q,#,{r}), kde

(g, €,€) = {(g,9)}
(Q7€ abSA) - { q? >}
(g €, AaB) = {(q, A)}
6(g,€,aB) = {(q, A)}
5(‘]767&) - {(Q7 )}
6(q,€,aSS) = {(q, B)}
6(q76 bA) - {(q> )}
6(q?a 6) - {(q7 )}
6(g,b,¢) = {(q,0)}
6(q,6,#5) ={(r,€)}

Vrchol zasobniku uvadime, pro lepsi ¢itelnost, vpravo.

(q, ababa, #) F2 (q, aba, #ab) F (¢, aba, #abS) F> (q, €, #abSaba) & (¢, €, #abSabA) - (q, ¢, #abSaB) F

F (q,e,#abSA) F (q,€,#S) F (r,€,€)

10 Transformace bezkontextovych gramatik

1. Odstrante e-pravidla v nésledujicich gramatikach:

(a) G=({S,A,B,C,D},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
ABC

AbA | BC | b

bB | a | cBbAD | €

ceD | Aa | €

SSD | b

({S,A,B,C,D},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
ABC

Ab| BC | b

bB | a| Ab| €

eD | eS| Aa|e

SSS | be

=
QO T 2L TAQm 2 ®»
Ll

Ll
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Resenf pitkladu a): N} = {B,C},N2 = {A,B,C},N2 = N. = {S,A,B,C}
G' = ({95,5S,A,B,C,D},{a,b,c}, P',S"), kde P’ obsahuje pravidla:

S — Se

S — ABC |AB|A|AC | BC|B|C
A — AbA|BC|b|Ab|bA| B|C

B — bB|a|cBbAb|b| cbAb | cBbb | cbb
C — ¢D|Aa|a

D — SSD|b|SD|D

. Odstraiite jednoduchda pravidla v néasledujicich gramatikach a pak je pievedte do Chomského normalni
formy.

(a) G=({S,A,B,C,D,E,F},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
E|F
bS | D
Sa | a
aD | S
ba
aAS | C
SBb
{S,A,B,C,D,E, F},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
A|F
bS
SalalS
aD | S
Ba
aAS | E
SAb

HOAQWErun O ITAQAL LA
R T T T A A A T A A A

B!
1

Resen piikladu a): Ng = {8, B, F,C}, Ny = {A,D},Ng = {B},N¢ = {C,S,E,F},Np = {D}, Np =
{E,C,S,F},Np ={F} G'=({S,A,B,C,D,E, F},{a,b}, P',S), kde P’ obsahuje pravidla:

S — aAS | SBb|aD
A = bS|ba

B — Sala

C — aD|aAS | SBb
D — ba

E — aAS | SBb|aD
F — SBb

Nyni prevedeme G’ do Chomského norméln{ formy.
G'"=({S,A,B,C,D,E,F,<AS>,<Bb>,<a>,<b>},{a,b}, P",S), kde P” obsahuje pravidla:
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<a><AS> | S<Bb> | <a>D
<b> S| <b><a>
S<a> |a
<a>D| <a><AS> | S <Bb>
<b><a>
<a><AS> | S<Bb> | <a>D
F — S<Bb>
<AS> — AS
<Bb> — B<b>
<a> — a
<b> — b

MmO QW e u»
R A e

3. Odstrante levou rekurzi v nésledujicich gramatikéch.

(a) G=({S,A},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S — AAa| Aa| AS|Db
A — SbA| AbA | b
(b) G =({S, A, B},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla:
S — Ab|a|bB
A — BSa|ab| SBa
B — bB| BaB | Sa

Reseni piikladu a): Nejprve rozgenerujeme pravidlo A — SbA, abychom ziskali pfimou levou rekurzi.
A — AAabA | AabA | ASbA | bbA | AbA | b

Poté odstranime piimou levou rekurzi u netermindlu A.

A — bbA | b | bbAA | DA

A" — AabA | abA | SbA | bA | AabAA’ | abAA" | SbDAA’ | bAA’

G=({S,A4,A} {a,b}, P, S), kde P’ obsahuje pravidla:

S — AAa| Aa| AS | b

A — bbA | b | bbAA | bA

A" — AabA | abA | SbA | bA | AabAA’ | abAA" | SDAA’ | bAA’

11 Jednoznacnost a determinismus bezkontextovych gramatik

1. Navrhnéte jednoznac¢nou gramatiku pro jazyk
(a) L ={ww?|we{a,b}*}u{a*|k>2}u{dF|k >3}
(b) L ={a"b"|n>0}U{a"b*" | m,n > 0}
Reseni pitkladu a): G = ({S, S, So, S3}, {a, b}, P, S) kde P obsahuje pravidla
S — Sl | S2 | 53
Sl — aSla ‘ bSlb ‘ €
Sy — aSaa | aca
S3 — bS3b | bbbbb

2. Navrhnéte deterministicky zasobnikovy automat pro jazyk:

(a) L = {wew? | w € {a,b}*}
(b) L =0Ly U Lo, kde Ly = {a™b"c™ | n,m > 0} a Ly = {a™b"c™ | n,m > 0}
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Resen{ pitkladu a): DZA na obrazku

X,Y/XY X € {a,b}
X,#/X# X,X/G YE{a,b}

[
# o #/#
A A2

¢, X/ X

12 Fix-point algoritmy pro bezkontextové gramatiky
1. Zkonstruujte algoritmus, ktery pro danou BG G = (N, X, S, P) spo¢ita ndsledujici mnoziny:

(a) Np={Ae N |3k eN:card{w e ¥* | A=T w}) <k}
(b) Ny ={AEN |VEeN:JweX*: A=  wA#,(w) >k}
Resen{ piikladu a): Mnozina Nr obsahuje neterminély, z kterych se d4 derivovat jen koneény pocet fetézcu
nad X*. Zkonstruujeme algoritmus, ktery spo¢itd mnozinu Ny = N \ Ng, kterd obsahuje neterminély,

z kterych se da derivovat nekonecény pocet fetézcu. Pozadovanou mnozinu pak dostaneme jako Np =
N\ Ny. Nejdiive si spoéitdme mnozinu netermindlu

N,={AeN|A=TwArweX*},

tj. netermindlu, které generuji alespon 1 fetézec termindlu (i prdzdny). N; ziskdme pomoci ndsledujic
fix-point algoritmu.

NO =

NP ={AeN|IA—a)cPArac(SUN})*}

jestlize N/t = N} tak N; = N}

Dale si spo¢itdme mnozinu neterminala
Nt+:{A€N|A$+’U}/\U}€E+},

tj. neterminalu, které generuji alesponn 1 neprazdny Fetézec termindlu. Ny ziskdme pomoci nésledujic
fix-point algoritmu.

N, =0
Nif'={AeN|3(A—a)e PAac (SUN) (SUNL)(EUN)}
jestlize N/ ' = Nj, tak Ny = Nf,
Déle definujeme relace p, ps € N x N, takové ze
ApB < J(A — aBf) € P, kde , 8 € (XU Ny)*,
ApsB <= F(A— aBp) e PV(A— BBa)€ P, kdea € (REUN;)*AB € (ZUN)* (ZUN ) (ZUNy)™
Pozadovanou mnozinu pak dostaneme jako:

Ny ={A€N|3B,C,D € N,: Ap*B A Bp*C A CpsD A Dp*B},

tj. z A je dosazitelny cyklus B ~ B, ktery generuje aspon jeden terminél (pfechod CpxD).
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13 Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

1. Pomoci Pumping lemmatu dokazte, ze nasledujici jazyky nejsou bezkontextové:

(a) L={a'w|i>2Aw e {bc,d}* N #p(w) > #c(w) > #4(w)},
(b) L = {uwwfu | u,w € {a,b}*},
(c) L= {a'b*c* |i>0}.
Resen{ pifkladu a): Necht k je konstanta z Pumping lemmatu. Zvolme slovo z = a?b*+2c*+1d*. Evidentné

z € L a|z| =3k+5 > k. Pro kazdé rozdéleni slova z takové, ze z = wvwzy A vx # ¢ A |vwz| < k,
nastane alesponi jedna z nasledujicich moznosti:

e Podslovo vz obsahuje znak a. Pak pro volbu i = 0 porusime u fetézce uvwz’y definiéni podminku
jazyka L na pocet znaku a a tudiz slovo uv'wz'y ¢ L.

e Podslovo vz obsahuje znak b, ale neobsahuje znak c. Pak pro volbu ¢ = 0 porusime podminku
#p(uwviwz'y) > #.(uwlwr'y) a tudiz slovo uwviwaly & L.

e Podslovo vz obsahuje znak ¢, ale neobsahuje znak b. Pak pro volbu ¢ = 2 porusime podminku
#p(wlwzty) > #.(uww'wr'y) a tudiz slovo wvlwz'y & L.

e Podslovo vz obsahuje znak ¢, ale neobsahuje znak d. Pak pro volbu ¢ = 0 porusime podminku
#o(uwlwzty) > #q(uwviwz'y) a tudiz slovo uwviwz'y ¢ L.

e Podslovo vx obsahuje znak d, ale neobsahuje znak c. Pak pro volbu ¢ = 2 porusime podminku
#.(w'lwzly) > #4(uwwiwr'y) a tudiz slovo wwiwzly € L.

Zduraznéme, ze diky podmince |vwz| < k podslovo vz nemuze zaroven obsahovat znaky b a d (tedy ani
znaky b, ¢ a d) a tudiz jsme skutecné ukazali, ze pro libovolné validni rozdéleni jsme schopni vysledné slovo
”vypumpovat”ven z jazyka. TudiZ jsme dokéazali, Zze L neni bezkontextovy jazyk.
2. Dokazte, ze nésledujici jazyky spliuji tuto formuli (tj. pravou stranu Pumping lemmatu)
JF>0:Vze¥X*:z€L A |z| 2 k=
(Buvwzy € X% : 2 = wvwzy A v #e A |owz| <k A Vi>0:uwwsty € L)
(a) L= {ww?®|w e {a,b}*},
(b) L =A{w € {a,b}"| #a(w) = #p(w)}.
Reseni piikladu a): Zvolme k = 2. Pro libovolné slovo z = ajas...an—1a, z jazyka L (n > 2 a je sudé)

plati, ze
a1 =ap Na2 =Gpn_1/N\...NGpj2 = Qp/241.

Potom zvolme rozdéleni, kde v = a2 A w = € A& = a4 (tudiz |vwz| = 2). Pak pro libovolné i > 0
dostavame slovo uv'wz'y = a1as . . . Gym—1a0m, kde m je sudé a plati

a1 =am Naz = am-1 N ... Np/2 = Qm/241-

a tudiz uv'wa’y € L. Poznamenejme, ze pokud n = 2 a i = 0, tak uwv'wxly =€ € L.

14 Uzaveérové vlastnosti bezkontextovych gramatik

1. Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:

(a) Ly € L3V Ly € L3 = L1 U Ly € Lo,
(b) Ly € L2\ L3 A Ly je konetny = (L1 \ L2) € L2\ L3,
(¢c) 3L, Ly € Lo\ L3 : L1 - Ly € L3,
(d) 3Ly, Lo € L1\ Lo: L1NLy € Lo\ L3,
)

(e EILl,LQEEl\EQ:LlULQECQ\cg.
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Reseni pifkladu a): Tvrzen{ neplati. Staéi zvolit L1 = () a Ly ¢ Lo (napiiklad Lo = {a™b"c” | n > 0}).
Pak L1 UL2 = L2 g ,Cg.

Resen{ piikladu b): Tvrzeni plati. Predpoklddejme, Ze tvrzeni neplati, tj. ze existuje L1 € Lo \ L3 A
Lo je konetny a zdroven (Ly \ Lg) & Lo\ L3. Jelikoz Ly \ Ly = Ly Nco — Ly a co — La je reguldrn{
(Lo je koneény a tudiz reguldrni), pak i Ly \ Ly € Lo (L2 je uzaviena na prunik s reguldrnimi jazyky).
Z L1\ Ly € L5 a v kombinaci s nasim predpokladem, ze (L1 \ L) & Lo\ L3 dostdvdme, ze L \ Lo € L3.
To je ovsem spor, jelikoz L1 = Ly \ Lo U (L1 N Ly) a Ly N Ly € L3 (L2 je koneény). Tudiz dostdvame, ze
i Ly € L3, coz je spor s tim, ze Ly € L2\ L3.

15 Zakladni konstrukce Turingovych stroja
1. Zkonstruujte (a popiste prechodovym diagramem) TS, ktery:

(a) prevadi vstupnf konfiguraci pasky Aa?"A%“, kde n > 0, na Aa"A%,

(b) prevadi vstupni konfiguraci pasky AxzA%, kde z € {0} -{0,1}*, na AyA“, kde z a y reprezentuji ¢isla
Uy a Uy v bindrnim kédu takovd, ze u, = 2 - uy,

(c) pievadi vstupni konfiguraci pasky Aa"A%, kde n > 0, na Aa"b?"c3"A¥,
(d) akceptuje jazyk L = {w € {a,b, c}* | #4(w) = #p(w) = #.(w)},
(e) akceptuje jazyk L = {w € {a,b,c}* | #a(w) > 2 % #p(w)}.

Resen{ pitkladu a): TS na obrézku.

a/R
A/R X/R

A/L
a/A

a/L

A/JL Q X/a
a/L @ X/a @ @

A/A

a/L

16 Konstrukce vicepaskovych Turingovych stroju
1. Zkonstruujte vicepaskovy TS (a popiste prechodovym diagramem), ktery akceptuje jazyk:

(a) L =A{w € {a,b,c}" | #a(w) = #p(w) = #c(w)},
(b) L =A{we{a,bc}" [ #a(w) > #p(w) > F#e(w)},
(c) L=Aw € {a,b,c}" | #a(w) =2 #p(w) = #c(w)}.

Reseni piikladu a): 4-paskovy TS na obrazku.

V
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17

a/a a/R b/b b/R c¢/c ¢/R
A/a a/R A/A AJA A/A A/A

A/A A/A A/b b/R A/A A/A A/A
A/A A/A A/A AJA AJe ¢/R. a/L
b/L

A/R A/L A/A
A/R A/L A/A
A/R A/L A/A

Diikazy (¢astecné) rozhodnutelnosti

1. Pro kazdy niZe uvedeny jazyk rozhodnéte, zda je rozhodnutelny & pouze ¢dsteéné rozhodnutelny. Uved'te

18

hlavn{ myslenku konstrukce TS, ktery tuto (¢asteénou) rozhodnutelnost dokazuje.

(a) L ={<M># <n>| card(L(M)) > n},
(b) L ={<Mi> # <My> | L(My)N L(Ms) # 0},
L={<M># <w> # <n>| M neakceptuje w do n kroku},

)
)
c)
) L={<M># <n>| Jwe X*: M akceptuje w do n kroku},
)
)

(
(d
e) L={<M># <n>| Yw € X* : steps(M,w) < n},

(
(f) L={<M># <n>| Vw € &* : steps(M,w) > n}.

Resen{ pifkladu a): Jazyk je édsteéné rozhodnutelny. Sestrojime nedeterministicky T'S 7', pro ktery L(T') =
L. TS T nedeterministicky zvoli n + 1 ruznych slov. Pro tyto slova postupné pousti simulace stroje M.
Pokud vSechny simulace skoné¢i v akceptujicim stavu tak T akceptuje vstup <M > # < n >. Pokud
néjakd simulace skonéi v zamitajicim stavu (¢i skonéi abnormélng), T' zamitd tento vstup. Pokud néjakd
simulace cykli, tak T cykli. Zfejmé plati, ze pokud card(L(M)) > n, tak v T existuje akceptujici vypocet
(pro sprdavnou volbu slov). V opaéném piipadé T na vSech cestdch zamita ¢i cykli. Tudiz skuteéné plati
L(T) = L. Alternativni feseni bez pouziti "neohrani¢eného” nedeterminismu vyuzivé paralelni simulaci
(tzv. step-counting): Sestrojime deterministicky TS T pro ktery L(T) = L. TS T postupné lexikograficky
generuje slova wy,ws,ws ... a pousti na nich paralelné simulaci. V kazdé iteraci ¢ > 1 udéla jeden dalsi
krok simulace na vSech slovech wj, kde 0 < j < 4. Po iteraci ¢ tedy T jiz provedl ¢ kroku na slové wy, i —1
kroku na slové ws, i — 2 kroku na slové ws atd. Pokud simulace néjakého slova skoncila v akceptujicim
stavu, T inkrementuje ¢ita¢ akceptovanych slov. Pokud ¢ita¢ dosdhne hodnotu n+ 1, T' akceptuje. Ziejmé
plati, ze pokud card(L(M)) > n, tak existuje néjaké ¢islo ¢ > n+1, ze ze slov wy, wa, ... w. M akceptuje
n + 1 slov do ¢ kroku a tudiz T akceptuje <M> # <n>. Pokud card(L(M)) < n, tak T bude cyklit.

Rozhodnutelnost a redukce, diagonalizace

. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici jazyky rozhodnutelné, nerozhodnutelné ale ¢asteéné rozhodnutelné nebo

nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné. Nerozhodnutelnost piipadné skutecnost, ze jazyky neni ani ¢astecné
rozhodnutelny dokazte pomoci redukce. Rozhodnutelnost a ¢aste¢nou rozhodnutelnost nemusite dokazovat
(podobné diukazy byly procviceny v minulém piikladu).

(a) L={<M> | M je TS t.z. card(L(M) N{a,b,c,d}) > 2}

(b) L ={<M> | M je TS t.z. card(L(M) N {a,b,c,d}) = 2}
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(¢) L={<M># <n> | M je TS t.z. card(L(M)) > n}

(d) L ={<M># <ni1># <ng> | M je TS t.z. ny < card(L(M)) < na}

(e) L ={<M> # <wi> # <ws> | M je TS t.z. w1, ws € L(M) A steps(M,w,) > steps(M,w2)}
(f)

(g) *

f) L= {<M1> # <My> | My, M jsou TS t.z. L(My) U L(Ms) # 0}
= {<M> | M je TS t.z. L(M) = ¥*}

Reseni a): Jazyk je ¢astecné rozhodnutelny. Jeho nerozhodnutelnost dokdzeme redukef z HP, tj ukazeme,
ze HP < L. Pozadovana redukee je funkce o : {0,1, #}* — {0, 1}* definovana takto:

o(<M> # <w>) =<M'>

Pokud vstup <M > # <w> neni korektn{ instance HP, tak funkce o vraci kéd TS M’ takového, ze
L(M")y =0 (tj. <M'>¢ L). Jinak o vrac{ kéd TS M’, ktery pracuje nasledovné.

e M’ nejdiive spust{ simulaci stroje M na vstupu w (tj. ignoruje svtj vstup w’). Poznamenejme, ze
kédy M a w jsou primo ulozeny v kédu M'.
e Pokud simulace cykli, tak M’ cykli pro kazdy svij vstup w’.
e Pokud simulace skonéi, tak M’ akceptuje a tudiz akceptuje kazdy svij vstup w’.
Tudiz pro M’ plati:
<M># <w>¢ HP = L(M')=0 = <M'>¢ L a
<M> # <w>€ HP = L(M')=%" = <M'>€ L,

neboli <M> # <w>€ HP < o(<M> # <w>) € L.

Je vidét, Ze vyse popsanou konstrukei stroje M’ 1ze implementovat pomoci iplného TS a tudiz funkce o je
totalni, rekurzivné vycislitelna funkce.

Reseni b): Jazyk neni ani ¢dsteéné rozhodnutelny. Toto dokézeme redukei z co— HP, tj ukdzeme, 7e
co—HP < L. Pozadovand redukce je funkce 0{0,1,#}* — {0,1}* definovana takto:

o(<M> # <w>) =<M'>

Pokud vstup <M > # <w> neni korektni instance co— H P, tak funkce o vraci kéd TS M’ takového, ze
L(M') =0 (tj. <M'>¢ L). Jinak o vrac{ kéd TS M’, ktery pracuje nésledovné.

e M’ nejdifve zkontroluje sviij vstup w'.
Pokud w’ € {a, b} tak M’ akceptuje.

Pokud w" & {a,b} tak M’ spusti simulaci stroje M na vstupu w. Poznamenejme, ze kédy M a w
jsou piimo ulozeny v kédu M.

Pokud simulace cykli, tak M’ cykli pro kazdy vstup w’ € ¥*\ {a, b}.

Pokud simulace skonéi, tak M’ akceptuje a tudiz akceptuje kazdy svuj vstup w’.

Tudiz pro M’ plati:
<M> # <w>€ co—HP = L(M')={a,b} = <M'>€La
<M> # <w>¢ co—HP = L(M')=3%* = <M'>¢ L,
neboli <M> # <w>€ co— HP <= o(<M> # <w>) € L.

Je vidét, ze vyse popsanou konstrukei stroje M’ 1ze implementovat pomoci iplného TS a tudiz funkce o je
totdlni, rekurzivné vyéislitelna funkce.

2. Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni

(a) VLl,Lz (S £2 \Eg : Ll < L27
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(b) VL1, Ly € 2% : Ly < Lo,
(¢c) VLi,Ly € Lrpc : L1 < Lo,
(d) VL1,Ly € Lrec \{0,X*} : L1 < Lo.

Reseni a): Toto tvrzeni plati. Dokdzeme, Ze existuje pozadovans redukce 8. Jelikoz Lo € Lo\ L3, pak
existuje wi, wy € ¥*, pro které plati wy € Lo Awa & Lo. Jelikoz L1 € Lo\ L3, tak existuje tplny TS M,
pro ktery plat{ L(M) = L;. Uplny TS T, ktery implementuje § pracuje nasledovné. Pro vstup w TS T
simuluje TS M. Pokud M akceptuje, tj. w € L1, pak T vraci wy € Lo. Pokud M zamitd w, tj. w & L,
pak T vracl we & Lo. Je ziejmé, ze w € Ly <= §(w) € Lo.

3. Diagonalizaci ukazte, ze:

(a) existuje tplny TS, ktery se lis{ od vSech linedrné ohrani¢enych automatu,

(b) existuje dplny TS, ktery se lis{ od vSech kontextovych gramatik.

Pozndmka: V dikazu nevyuzivejte tvrzeni o ekvivalentni vyjadiovact sile kontextovijch gramatik a linedrné
ohranicengch automati.

Resen{ a): Uvazme nekoneénou matici:

wy w1
LOAy ago ao:
LOA, a9 an

V prvnim fddku mame lexikograficky sefazend vSechna slova nad abecedou ¥~* a v prvnim sloupci mame
vSechny linedrné ohranicené automaty (LOA) nad abecedou ¥* sefazené dle jejich kédu. LOA muzeme
takto sefadit, jelikoz existuje funkce, kterd pro ¢islo i vraci LOA;, tj. LOA jehoz kéd je ddn bindrni
reprezentaci ¢isla i. Pokud 4 neni validni kod LOA, pak LOA; je trividlni stroj, ktery kazdy vstup pfijme
v jednom kroku. Déle plati, ze

T 0 ifw; & L(LOA;).

Nynf uvdzime jazyk L = {w; | a;; = 0}. L neni mozné piijmout zddnym LOA. Pokud by existoval LOA,
ktery akceptuje L, tak by se musel vyskytovat na néjakém radku nasi matice. L se vSak lis{ od vsech
LOA uvedenych v matici pravé v fetézcich na diagonéle. Nyni ukdzeme, ze L lze akceptovat tplnym T'S.
Uvazme tuplny TS T, ktery pracuje nasledovné. Pro vstup w;, T simuluje LOA;. Pokud LOA; akceptuje T
zamitd, pokud LOA; zamitd T akceptuje a pokud LOA; cykli, T je schopen toto detekovat (viz skripta)
a akceptovat w;. Timto jsme ukazali, ze T je skutec¢né uplny TS, ktery akceptuje L.

19 Logika a rozhodnutelnost, netuplnost
Verze 0 této kapitoly, o problémech, chybach, nejasnostech prosim dejte védét.

1. Navrhnéte efektivni teorii s jazykem, jehoz signatura obsahuje pouze symbol rovnosti (t.j., (0,{=/2})),
jejiz modely maji pouze nekoneéné domény.

Reseni: Hint: Teorie musi byt pouze efektivni, nic jiného. Nemusi byt konec¢na.

2. Navrhnéte konecénou teorii (mnozina T spec. axiomu je koneénd) s jakymkoliv jazykem, kterd mé jen
nekonec¢né modely.

3. Rozhodnéte a zdivodnéte, zda jsou varianty teorie 1" (se signaturou ({09, f/1},{=/2})) s nésledujicimi
specialnimi axiomy bezesporné, iplné. Co muzZete navic fici o jejich rozhodnutelnosti?
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L Vady(z = f(y)) L 3avy(f(z) = f(y))
2. Vz(f(z) =0) 2. Vz(f(x) =x)
(b) (d)
Lo vady(f(z) = f(f(y))) Lo 3z(f(x) # f(f(2))
2. Va(f(z) =) 2. Va(f(z) =)

Resend: Nenf spornd, ma model M, kde Dy = {a}, M(0) = {a} a M(f) = {(a,a)}. Je iplnd, je to
jejf jediny model (1. Fik&, ze na kazdy prvek se néco musi zobrazi a 2. ¥ikd, ze vSechny prvky se zobraz{ na
0). Rozhodnutelnd bude: Protoze mé koneéné mnoho modelu koneéné velikosti, bude mozné pro vsechny
modely zkusit vSechny moznosti dosazeni hodnot z domény za proménné.

Nen{ spornd, ma model M, kde Dy = {a}, M(0) = {a} a M(f) = {(a,a)}. Neni tiplnd, m4a
jesté model M’, kde Dy, = {a,b}, M(0) = {a} a M'(f) = {(a,a),(b,b)}, a jsou rozlisitelné formuli
¢ VaVyx =y, kde M = ¢ a M’ = —¢. Rozhodnutelnd bude, protoze teorie rovnosti je rozhodnuteln4,
ale nebude to 1plné jednoduché...

(3d) Je spornd, nemd model. Rozhodnutelnd je, dusledkem sporné teorie jsou vSechny véty jazyka.

4. Navrhnéte, jak eliminovat kvantifikdtory pro teorii T se signaturou (@, {True, }) a prazdnou mnozinou
axiomu.

Reseni: Uvédomme si, ze jde v podstaté o vyrokovou logiku s kvantifikatory. Jiné atomické formule nez
True(z) v jazyce nejsou a pro kazdou proménnou z, True(z) je vyhodnoceno bud na 0 nebo na 1. Z
formule Jzy tedy eliminujeme kvantifikator tak, ze z ¢ vytvorime formuli ¢, kterd bude disjunkei téchto
dvou pripadu, tedy ¢ : p[1(z)/1]V¢[1(z)/0]. (naptiklad z Jz( True(x)V True(y)) vyrobime (1V True(y))V
(0V True(y)))

5. Navrhnéte, jak eliminovat kvantifikdtory pro teorii se signaturou (0, { positive ,;, negative ;; }), ktera definuje
positive a negative jako kladnost a zapornost celych ¢isel.

Reseni: x mé bud nulovou, pozitivni, nebo negativni hodnotu. Sta¢i enumerovat tyto tii pifpady. For-
muli Jxp prevedeme na ekvivalentni formuli p_ V ¢ V ¢4, kde: ¢p_ vznikne z ¢ nahrazenim kazdého
vyskytu positive(x) za 0 a negative(z) za 1, ¢4 vznikne z ¢ nahrazenim kazdého vyskytu positive(z) za
1 a negative(x) za 0, a o vznikne z ¢ nahrazenim kazdého vyskytu positive(x) nebo negative(x) za 0.
(napiiklad 3z ((positive(z) V negative(y)) A negative(x)) bude ((1V negative(y)) A0) V ((0V negative(y)) A
0) v ((0 V negative(y)) A 1))

6. Navrhnéte, jak eliminovat kvantifikdtory pro teorii se signaturou ({>/5},0), kterd definuje predikdt > jako
jakoukoliv relaci ¢astecného usporadani.

Reseni: 1) Z formule Jxp eliminujeme kvantifikator tak, ze z ¢ vytvorime formuli ¢) ndsledovné. Pievedeme
do DNF. 2) Kazdou klauzuli saturujeme tranzitivnim uzdvérem, t.j., pro kazdou dvojici (pozitivnich)
literdli @ < b a b < ¢ piiddvame literdly a < ¢, dokud je co priddvat. 3) Sporné klauzule nahradime za 0
(obsahuji a < b a —a <b). 4) Smazeme vSechny predikdty s vyskytem z.

Vsimnéte si, ze je opravdu nejdiive tfeba spocitat tranzitivni uzavér, az potom odstranit sporné klauzule,
a az potom odstranit vyskyty . Musime zarucit, aby smazani negativnich literdla s vyskytem x nezménilo
vyznam formule. (napifklad Jy(y < zAz < uA-y < u) bude po spocitdni tranz. uz. (y < zAz < uA-y <
u Ay < u), kde se vyskytuje spor, a proto to nakonec bude 0),

7. Navrhnéte, jak eliminovat kvantifikatory pro teorii T se signaturou obsahujici pouze rovnost, kde

(a) T={=3z3y(z # y)}

(b) T={-F2FyIz(x A yAax#zANy#2z)}

(C) T = {_\3561 . 3I4 /\1§i<j§4(x1 # IJ)}

(d)

(e) T'={3xo... 32y Ng<ycjcn Ti # zj | n € N} Tezké, ale da se vymyslet, d4 se i najit.

Ptedchozi bod, ale libovolné n € N na misto 4.
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10.

11.

12.

Resend: ([7a)) Doména m4 jen jeden prvek. Proto se kazdy predikét z = y vyhodnot{ na 1. Z formule Jz¢
tedy eliminujeme kvantifikator tak, ze z ¢ vytvoiime formuli ¢ nahrazenim kazdého atomického predikatu
formy z =y za 1. (napf. z formule Jz(z =y A ~u =v) V -z = v bude (1 A ~u =v) V =1)

(7b)) Doména mé maximalné dva prvky, nazvéme je a, b (mohou byt jeden a ten samy prvek). Z formule Jz¢
eliminujeme kvantifikdtor tak, Ze z ¢ vytvorime formu 1 nasledovné. Nechf P = {{A, B} | AUB = X AAN
B = 0} je mnozina vsech rozkladi mnoziny X proménnych formule ¢ na dvé édsti (mnozinu A chdpeme
jako proménné s hodnotou a, B jako proménné s hodnotou B). Potom % je formule \/{A’B}GP ©{A,B}>
kde ¢4,y vznikne z ¢ (1) piiddnim konjunkti A, cav,.cp¥ = 2 A Njcar.ep¥ # 2, a potom (2)
nahrazenim kazdého predikdtu x = y za 1 pokud z,y € A nebo pokud z,y € B, a za 0 jinak. (¢dst
(1) explicitné zafixuje volbu rozkladu, aby ji pozdéji nebylo mozno zménit nekonzistentné se zvolenymi
rovnostmi. Napiiklad Jz(x = y A~y = 2) V mx = z vygeneruje 4 disjunkty konkrétné pro rozklady

Uz y, 23,0}, {9} {z}) {{z, 2}, {y}}, {{y, 2}, {z}}, kde tieba pro pifpad {{,y},{z}} dostaneme (1)
((x=yn—y=z)Vz=2)A(x=y)A(x# 2Ny # z) aztoho (2) (1A-y=2)V-0))A()A(1AY # 2)).

. Navrhnéte, jak eliminovat kvantifikatory pro teorii T,,,n € N se signaturou ({P/ll, cey P/"l}7 () a prézdnou

mnozinou axiomu. (teorie v podstaté mluvi o nélezitosti v n libovolnych podmnozindch domény).

Regeni: Podobné jako piiklad [7b] Je tfeba uvazovat kazdou moznost, jak muze vypadat Vennuv diagram
n-tice mnozin.

. Méjme teorii T redlnych ¢isel se s¢itdnim, ndsobenim, rovnosti, a operdtorem |n], ktery vraci dolni celou

¢ast ¢isla n. Dokazte, Ze je tato teorie nerozhodnutelna.

Reseni: Redukujeme na T' Peanovu aritmetiku (Tpa). VSechny operdtory méme (+,*,=), potfebujeme jen
definovat predikat, ktery identifikuje cela ¢isla. Potom budeme snadno schopni jakoukoliv formuli Peanovy
aritmetiky zakdédovat/redukovat na formuli 7. Redukce bude vy¢islitelnd surjekce, kterd zachovava plat-
nost v teorii. Protoze je Peanova aritmetika nerozhodnutelna, musi byt i T' nerozhodnutelna. Konkrétné,
redukce bude funkce f, kterd z formule ¢ jazyka teorie Tpa vytvori formuli f(¢) tak, ze kazdou atomickou
formuli ¢ s proménnymi 1, ..., z, nahradi za formuli (Y Azy = |z1| A ... Ay = [2n]). (Redlné cislo je
celé, pravé kdyz se rovna své dolni celé ¢asti. Omezili jsme hodnoty proménnych pouze na celd ¢isla, tedy
pravé na hodnoty pfipustné v teorii Tpa.)

Méjme teorii T redlnych ¢isel se s¢itanim, rovnosti, a bindrni funkei mod(m, n), kterd vrati zbytek z m € R

po ,celociselném® déleni n € R, tedy, vrati ¢islo k € R takové, ze 0 < k < n a pro néjaké | € N, m = nl+k.
Dokazte, ze je tato teorie nerozhodnutelna.

Dokazte, ze pokud je mnozina specidlnich axiomu tiplné prvoradové teorie T' ¢dsteéné rozhodnutelnd, pak
je T rozhodnutelnd teorie (t.j. mnozina dusledku T je rozhodnutelnd).

Resend: Hint: Vime, ze dikaz kazdé véty nebo jeji negace existuje. Stéle jej ¢asem muzeme vygenerovat,
jen nemuzeme ovérovat platnost dukazu jeden po druhém, protoze diky pouze ¢astetné rozhodnutelnosti
by nékteré tyto vypocty, kdy ovéfujeme fetézec, ktery neni dukazem, nemusely terminovat. Proto je
tteba paralelné ovérovat vSechny fetézce, podobné jako v dukazu Céstec¢né rozhodnutelnosti problému
neprézdnosti TS (viz. cviceni, skeny pozndmek TV).)

Uvazujme systém podobny abstraktnimu formalnimu systému z pfedndsky o Tarského a Godelé vété (tento
bude jednoduéél’)ﬂ Predikdty P jsou podmnozinou mnoziny vyrazu V 2O P. Pro predikdat H a vyraz X,
vyraz HX je véta, ktera je interpretovéna jako ,X je prvkem mnoziny identifikované predikatem H“, a
tato véta je bud pravdivd nebo nepravdivd. Podmnozina V je identifikovatelnd, pokud je identifikovand
néjakym predikdtem. Predpokldddme, (1) Ze pro kazdy predikat H existuje predikét H' takovy, Ze pro
kazdy vyraz X, HX je pravda, pravé kdyz H'X neni pravda, a (2) Ze existuje jeho diagonalizace, predikat
H? takovy, ze H¥X je pravda, pravé kdyz HX X je pravda (HXX je H aplikované na XX). Véta X je

2

pevngm bodem predikatu H, pokud HX je pravda, pravé kdyz X je pravda (X a HX jsou ekvivalentni)

o Ukazte, ze kazdy predikat ma pevny bod.

Iptiklad z knihy The Gédelian Puzzle Book Raymonda M. Smullyana. Je tam i fesenf
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e Ukazte, ze mnozina pravdivych vét nen{ identifikovatelnd. (Vsimnéte si, ze kazd4 véta by byla pevnym
bodem predikatu identifikujictho mnozinu pravdivych vét. Je tfeba zkonstruovat predikét, ktery jeho
pevnym nemiuze byt. Viz Tarského véta a jeji dikaz ve slajdech. )

e Vage feseni z predchoziho bodu bude pravdépodobné pevnym bodem H’, délky 6 znaku z {H,’,{},
kde H je hypoteticky predikat identifikujici pravdivé véty. Najdéte dalsi pevné body H' stejné délky.
Bylo by je také mozné pouzit v pfedchozim bodé?

Megjme mnozinu dokazatelnych vét identifikovanou predikdtem D a mnozinu vyvratitelnych vét identifiko-
vanou predikdtem R. Dokazatelné véty jsou pravdivé, vyvratitelné jsou nepravdivé (systém je korektnf).
Dokazte, ze

e Existuje pravdivd nedokazatelné véta. (Viz. abstraktni Godelova véta ve slajdech. Potfebujete najit
vétu, kterd je pravdiva, ale nedokazatelna. Bude to pevny bod néceho, ¢eho? Bude se skladat ze
symboli D, #)

e Existuje nepravdiva nevyvratitelnd véta.

20 Asymptoticka slozitost

1. Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici:

(a) 300n* +900n2 + 1 € O(n* — 100n3),
(b) 300n* — 900n2 + 1 € O(300r% + 100n2).

Reseni a): Toto tvrzeni plati. Staci najit hodnoty ¢ € R* a ng € N, takové ze
Vn > ng : 300n* +900n% +1 < c¢- (n* — 100n?)

Zvolme napiiklad ¢ = 301 a pozadované ny dopocitdme (omezme se na ng > 0, abychom mohli niZe krétit).

Vn > ng : 300nt 4+ 900n2 + 1 < 301n* — 3010003
¥n > ng : 30100n° +900n? +1 < n*
¥n > ng : 30100 +900n "+ 1n"? <n
Vidime, ze pro n > 30101 pozadovand nerovnost oc¢ividné plati.

Resen{ b): Toto tvrzenf neplati. Z definice O() staci ukazat, ze

¢+ (300n3 + 100n?)
im =
n—oo 300nt — 900n2 + 1

Opakovanou aplikaci L’Hospitalova pravidla (¢itatel i jmenovatel jdou v limité k co) dostdvame

jelikoz ¢ je konstanta.

2. Rozhodnéte a dokazte, jaky vztah plati mezi nasledujicimi tFidami funkei:

(a) O(r®) 2 O(n*),

(b) O(n-logn) a O(n?),
(c) O(n-sinn) a O(n?),
() O@") 2 02",

(e) *O(2") a O(nh),

(f) O(n?) a O(2""),
(8) 02%") a 0(2™),
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(h) O(Inn) a O(n -Inlnn),

(i) O(Inn) a O(logn).
Resenf a): Plati, ze O(n3) C O(n*). Stacf ukazat (podobné jako vyse), ze napt. n* € O(n*), ale n* ¢ O(n?),
artovnéz, ze Vf € O(n?) : f € O(n?). K tomu vyuzijeme fakt, ze pro Vf € O(n3) existuji hodnoty ¢ € RT

a ng € N takové, ze
Vn > mng: f(n) < c-nd,

a zaroven, ze existuji hodnoty ¢/ € RT a n{, € N, takové ze

4

i

Vn>nh:c-n®<cd-n

z ¢ehoz ziskdvame, ze f € O(n*) (uvdzime maximum z ng a ny).

Konstrukce TS s danou slozitosti

. Snazte se najit co nejmensi k takové, aby platily nasledujici vztahy. Dokazte, ze vztah plati, ale nedoka-

zujte, ze vase k je opravdu nejmensi mozné.

(a) L' € DTIME[n?] = L € DTIME[n*), kde
L = {w € ¥* | pro vSechny prefixy w’ slova w plati, ze w’ € L'}.
(b) L' € DTIME[n?] = L € NTIME[n*], kde
L = {w € ¥* | pro vSechny prefixy w’ slova w plati, ze w’ € L'}.
(c) L' € DTIME[n?] = L € DTIME[n*], kde
L = {w € ¥* | w obsahuje dvé rtuznd podslova wy,wsy takové, ze wy,ws € L'}.

Resenf a): Ukazeme, jak deterministicky TS T' akceptujici jazyk L mize efektivné fungovat a podle toho
ur¢ime hodnotu k. T pro vstup w (kde |w| = n) musi zkontrolovat vSechny prefixy w’ — téch je O(n) a jejich
velikost je taktéz v O(n). Kontrola kazdého w' je realizovéna simulaci deterministického 7" akceptujici
jazyk L', ktery dle zaddn{ pracuje v ¢ase O(n?). Celkové slozitost TS T je O(n) - O(n?) = O(n?). Tudiz
k=3.

. Rozhodnéte a dokazte, zda tiida P je uzaviena na nasledujici operace:

(a) oL={w e L|w=a"b"c" An > 0},
(b) oL={w e L] |w|=2"An >0},
(¢) oL ={w € L | w je kéd TS M, pro ktery plati, ze w € L(M)}.

Resenf a): Tiida P je uzaviena na operaci o. oL = LN L/, kde L' = {a™b"c" | n > 0}. Pfipomenime, ze P
je uzavfena na prunik (TS T akeeptujici L; N Ly bude simulovat stroje pro Ly a Ls. Slozitost T je déna
souctem slozitosti stroju pro Ly a Lo — soucet dvou polynomu je zase polynom a tudiz T bude pracovat
téz v polynomidlnim ¢ase). Tudiz ndm staci ukdzat, ze L' € P. Pozadovany stroj M bude mit 4 pédsky.
Nejdiive projde vstupni pasku, zkontroluje spravné poradi pismen a prekopiruje jednotliva pismena na
zvlastni pasky (napf. v8echny znaky a budou na 2. pdsce, vsechny znaky b budou na 3. pésce a vSechny
znaky ¢ budou na 4. pésce). Toto je mozné udélat pomoci jedno linedrniho pruchodu vstupem tj. v O(n).
Druhym linearnim pruchodem zkontroluje, jestli je na paskdch 2—4 stejny pocet symbolu a podle toho
akceptuje ¢i zamitd. Je ziejmé, ze stroj pracuje v O(n).

Slozitost algoritmti a amortizovana slozitost

. Uvazme k-bitovy ¢ita¢ implementovany pomoci bindrniho pole A o velikosti k (pole je indexované od 1 s

nejvyznamnéjsim bitem na pozici 1). Citaé je inicializovany na hodnotu 0. Déle uvazme (jedinou) operaci
inc(A, k), kterd inkrementuje k-bitovy ¢itaé A o hodnotu 1 (viz pseudokéd nize).
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(a) Analyzujte a zdivodnéte asymptotickou ¢asovou slozitost Function inc (A4, k)

operace inc(A, k) v nejhorsim piipade. while £ > 1A Alk] =1 do
Alkl =0
(b) Uvazme posloupnost n operaci inc(A, k), kde n < 2. Analy- k [:] k1

zujte a zd-uvodnet,e amortizovanou ¢asovou slozitost této po- if k> 1 then A[k] = 1
sloupnosti operaci.

Ndpovéda: Pro amortizovanou sloZitost doporucujeme vyuzit metodu uctu. Zkuste si napsat delsi sekvenci
operact, urcéit redlnou cenu kaZdé operace a zamyslete se, jak tuto cenu pokryt pomoci vhodné zvolenych
krediti ziskanyjch z predchozich operact.

Resen{ a): V nejhorsim piipadé jsou v poli A samé jednicky. V tom piipadé je cena operace inc(A, k) v
O(k), jelikoz while cyklus probéhne k-krat. b) Hlavn{ myslenka analyzy amortizované slozitosti spo¢iva v
predplaceni operace ”pieklopeni”1 — 0, kterd se mus{ v drahych instancich inc(A, k) volat vicekrét. Pocet
operaci 1 — 0 pfimo souvisi predchozim voldnim operaci ”pieklopeni”’0 — 1 a tudiz pii provedeni této
operace si budeme budovat potiebny kredit.

operace ‘ kredit ‘ cena
1—-0 0 1
0—1 2 1
Pokud inc(A, k) inkrementuje (" pieklopi”0 — 1) nejvyssi bit na pozici ¢, operace 1 — 0 musela byt predtim

voldna (k —i)-krédt. Na 1i¢té ale muselo byt v této situaci aspon (k —14) kreditu, jelikoz na poslednich (k —1)
bitech (pozicich) byly jednicky. Také si uvédomme, ze po dokonéeni volani inc(A, k) bude na 1été aspon
1 kredit za inkrementaci i-tého bitu. Na i¢té muze byt samoziejmeé i vice krediti pokud jsou jednicky na
néjakych vyssich bitech. Jednoduse nahlédneme, ze béhem celého vypoctu plati invariant, ze na ucté je
tolik kreditu, kolik je v poli jednicek a tudiz kredity na u¢té nikdy nemuze klesnout pod 0.

Celkovd amortizovand slozitost sekvence volani inc(A, k) je ddna maximélnim poc¢tem kreditt nutnych na
zaplaceni jedné operace a poc¢tem volani. Tudiz pro n volani inc(A, k) dostdvame slozitost max{0,2}-n =
2n € O(n). Piipomenme, ze pfi pouziti analyzy v nejhorsim ptipadé, by slozitost n volan{ byla O(n - k).

. Necht A, B jsou pole o velikosti n (indexované od 1), kterd obsahuji pfirozena &fsla. Uvazme ndsledujici
rozhodovaci problém:

P(A,B,n) =true & Ji € {1,...,n}:Vje{l,...,n}: Afi] > Blj]

Nize uvedeny algoritmus dominate(A, B,n) fesi tento problém.
Function dominate (A, B,n)

found := false

(a) Analyzujte asymptotickou ¢asovou slozitost algoritmu i=1

dominate v nejhor$im piipadeé. while i < n A found = false do
(b) Analyzujte asymptotickou ¢asovou slozitost algoritmu f ound := true

dominate v nejlepsim pripadé. =1 )

while j < n A found = true do

(c) Navrhnéte algoritmus dominate™ (A, B,n), ktery fesi if A[i] < B[j] then

tento problém a ma lepsi asymptotickou C¢asovou | found := false

slozitost v nejhor§im ptipadé nez algoritmu dominate. Ji=7+1

Analyzujte asymptotickou ¢asovou slozitost algoritmu 1:=1+1

dominate™ v nejhorsim piipadé. return found

Resen{: Algoritmus dominate zjistuje, jestli v poli A existuje prvek, ktery je vétsf nebo roven nez viechny
prvky v poli B. a) Uvazme vstup, kde posledni prvek v poli B je vétsi nez vSechny prvky v poli A
a ostatni prvky v B jsou mens$i nez vSechny prvky v A. V tomto nejhor$im piipadé se vnéjsi cyklus
algoritmu dominate provede n-krat (algoritmus musf projit vSechny prvky v poli A). Navic v kazdé iteraci
vngjsiho cyklu se vnitini cyklus rovnéz provede n-krét (algoritmus musi vzdy projit vsechny prvky v B,
nez ukonéf vnitini cyklus). Celkové tedy dostdvame slozitost O(n?). b) Uvazme vstup, kde prvni prvek v
poli A je vétsi nez vSechny prvky v poli B. V tomto nejlepsim ptipadé se vnéjsi cyklus algoritmu dominate
provede pouze jednou a vnitini cyklus se provede n-krét (algoritmus musi ovéfit, ze prvni prvek v A je
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skuteéné veétsi nez vsechny prvky v B. Celkové tedy dostévame slozitost O(n). Uvazme algoritmus, ktery
nejdifve najde nevetsi prvek v poli A (oznatme ho Aax) a nejvétsi prvek v poli B (oznaéme ho Bpax) a
pak vraci true pokud Apax > Bmax. Jelikoz hleddni maxima maé slozitost O(n), navrzeny algoritmus mé

i v nejhorsim piipadé slozitost O(n).
3. Uvazte néasledujici implementaci FIFO fronty @ pomoci dvou zdsobniku Sy a Ss:

e ().ENQUEUE(z) : S1.PUSH(x)
e ().DEQUEUE() :
if S5.1SEMPTY() then
while S;.1SNONEMPTY() do
S5.PUSH(S1.TOP())
S1.POP()
if S3.1SNONEMPTY() then
| Sa.POP()

(a) Analyzujte a zdavodnéte asymptotickou ¢asovou slozitost operace Q.DEQUEUE() v nejhorsim piipadé.

(b) Uvazme libovolnou posloupnost n operaci Q.ENQUEUE(z) a Q.DEQUEUE(). Analyzujte a zduvodnéte
amortizovanou ¢asovou slozitost této posloupnosti operaci.

4. Uvazme algoritmus middle(A, n), ktery ma na vstupu pole A (indexované od 1), které obsahuje n ruznych

piirozenych ¢isel. Algoritmus vraci k-ty nejvyssi prvek v A, pro k = |n/2] (|n/2] je celd ¢ast podilu n/2).
Function middle(A,n)

res := 00
(a) Analyzujte asymptotickou ¢asovou slozitost algo- i:=1
ritmu middle v nejhorsim piipadeé. while i < |n/2] do
tmp = —1
(b) Analyzujte asymptotickou ¢asovou slozitost algo- j'i)l
ritmu middle v nejlepsim pripadé. while j < n do
(c) Navrhnéte algoritmus middle™(A,n), ktery fesi if tmp < A[j] <res then
stejny problém a mé lepsi asymptotickou ¢asovou ‘ tmp = Alj]
slozitost v nejhorsim pifpadé. Analyzujte tuto J=g+1
slozitost. res :=tmp
i:=14+1
return res

23 Tridy slozitosti a NP-tiplnost
1. Pro nésledujici jazyky/problémy dokazte, ze

e patii do NP,
e patii do EXP (v dukaze nevyuzivejte fakt, ze NP C EXP),
e jsou NP-tézké:
(a) SAT16 = {® | @ je vyrokovd formule v konjunktivni normélni formé, pro kterou existuje alespon 16
ruznych splnitelnych valuaci }.

(b) Nezdvisld mnozina vrcholi grafu G = (V,E) je mnozina vrcholu U C V takovd, ze zaddné dva
vrcholy z U nejsou spojeny hranou, tj., V{vi,ve} € E : {v1,v2} € U. Problém nezdvislé mnoZiny
(INDEPENDENT-SET):

Ma4 graf G nezavislou mnozinu velikosti alespon m?

Pro dukaz NP-tézkosti pouzijte redukci z 3-SAT.

(¢) Mé&jme konetnou mnozinu R, vdhovou funkci w : R — Z a cenovou funkci v : R — Z. Déle mé&jme
maximaln{ vdhu W € Z a miniméln{ cenu V' € Z. Problém batohu (KNAPSACK) je definovany
nasledovné:
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Existuje R' C R takova, ze ) _p w(r) < W azdroven ) _p v(r) > V?
Pro dukaz NP-tézkosti pouzijte redukci z problému SUBSET-SUM (probirano na cvi¢eni).

(d) * Graf G = (V, E) méa chromatické éislo ¢, pokud existuje funkce obarveni f : V — {1,...,c} takové,
ze pro kazdé dva sousedn{ uzly plati, ze nejsou obarveny stejnou barvou, tj. V{vi, v} € E : f(v1) #
f(wa). Problém chromatického ¢isla grafu (CHROMATIC-NUMBER) je definovany néasledovné:

Ma graf G chromatické ¢islo ¢?
Pro dukaz NP-tézkosti pouzijte redukei z problému 3-SAT.

(e) Klikové pokryti grafu G = (V, E) je mnozina klik K takovd, ze G je sjednoceni klik z K. Problém
klikového pokryti (CLIQUE-COVER) je definovany nésledovné:

Existuje mnozina klik K o velikosti maximalné m takova, ze K je klikové pokryti G7

Pro dukaz NP-tézkosti pouzijte redukci z problému CHROMATIC-NUMBER.

Reseni pro pifklad a): SAT)¢ € NP: Nedeterministicky vicepaskovy TS T, ktery rozhoduje SATyg v poly-
nomialnim case, pracuje nasledovné. T nejdiive nedeterministicky vygeneruje 16 valuaci pro proménné ve
formuli ®. Kazdou valuaci zapiSe na jednu pasku (pro jednoduchost uvazujeme, ze jsou valuace zapsané na
pésce dle usporddani proménnych). Potom 7" ovéfi, ze valuace jsou ruzné a Ze jsou vSechny splnitelné. Toto
se zajisté d4 realizovat v polynomidlnim ¢ase (tj. existuje polynomidlni verifikdtor). Zjisténi pravdivosti
formule pro danou valuaci vyzaduje linearni pruchod formuli. Zjisténi, Ze se dand valuace lis{ od ostatnich
15 valuaci je taktéz linedrni. Pokud T' ovéii, Ze valuace jsou ruzné a vSechny jsou splnitelné, tak akceptuje
®, jinak zamita.

SATi¢ € EXP: Deterministicky vicepaskovy TS T, ktery rozhoduje SATig v exponencidlnim Gase, pra-
cuje nasledovné. T postupné generuje (napf. v lexikografickém pofad{) jednotlivé valuace proménnych
z formule ®. Pokud ® obsahuje n proménnych, pak existuje 2" ruznych valuaci. Pro kazdou valuaci T
Pokud ¢ita¢ dosdhne hodnotu 16, 2T akceptuje. Pokud prosel vSechny valuace a neakceptoval, tak zamitne.
Slozitost T je v O(2™ -n) C O(2""). Piipomenme, ze SAT s € EXP plyne taktéz piimo z SATis € NP.

S ATy je NP-tézky: Sestrojime polynomidlni redukei 4, kterd ukaze, ze SAT <p SATi¢. Jelikoz SAT je
NP-iplny, tak pak dostaneme pozadované. Pro spravné zformované formule ® definujme

0(P)=DdA(x1VaaVagVryVas)

kde x1, w9, T3, T4 a x5 jsou Cerstvé proménné, které se ve formuli ® nevyskytuji. Pro nespravné zformované
vstupy redukce staci vratit xy A -z

Konstrukee formule §(®) je linedrni k ® (véetné spravnosti spravného zformovéni staci jeden pruchod
formul{). Jej{ korektnost dokdzeme takto. Pokud ® € SAT, tak existuje aspon jedna splnitelnd valuace v.
Klauzule K = (x1 V22 Va3V ayVas) ma 25 —1 = 31 > 16 splnitelnych valuaci. Tudiz ® A (z1 Va2 V 23 V
x4 V z5) mé aspon 31 splnitelnych valuaci (zkombinujeme valuaci v s valuacemi pro klauzuli K) a tedy
& N K € SATy6 . Naopak, pokud ® ¢ SAT, tak a) pro nespravné zformovany vstup x; A ~z1 € SATi6 a
b) pro spravné zformovany vstup ® A (z1 VasVasVayVas) € SATe, jelikoz podformule ® neni splnitelns.
Celkové dostavame, ze
b e SAT <— (S(q)) € SAT.
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