
Teoretická informatika TIN - 2023/2024

Závěrečná zkouška (1. opravný termı́n) 17. 1. 2024

Čas na řešeńı: 220 minut

(max. zisk 60 bod̊u – 10 bod̊u ńıže odpov́ıdá 1 bodu v hodnoceńı předmětu)

Jméno/přihlašovaćı jméno:

Poznámka: Pokud při vypracováńı zkoušky použijete jinou notaci a konvence, než byly zavedeny na přednáškách,
je nutné takovou notaci popsat. Ṕısemnou zkoušku zpracujte čitelně a úhledně.

K danému př́ıkladu využijte d̊usledně jemu vymezený prostor.

Př́ıklad 1
120 bod̊u
min. 30 bod̊u

1a) Necht’ A = (Q,Σ, δ, q0, F ) je nedeterministický konečný automat (NKA). Formálně definujte i) přecho-
dovou funkci δ, ii) konfiguraci NKA (popǐste význam jednotlivých položek konfigurace) a iii) relaci
přechodu mezi konfiguracemi. Dále rozhodněte a dokažte (stač́ı hlavńı myšlenka d̊ukazu), zda je problém
univerzality daného NKA A (tj. zda L(A) = Σ∗) rozhodnutelný.

(50 bod̊u)

1b) Uvažme následuj́ıćı nedeterministický konečný automat A.
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(70 bod̊u)

(a) Převed’te algoritmicky NKA A na ekvivalentńı DKA
(můžete použ́ıt algoritmus, který uvažuje pouze dosažitelné
stavy výsledného DKA).

(b) Rozhodněte a dokažte, zda existuje úplný redukovaný deter-
ministický automat A′ se 3 stavy takový, že L(A′) = L(A).

(c) Formálně zapǐste jazyk L(A).

Prostor pro řešeńı Př́ıkladu 1.
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Př́ıklad 2
120 bod̊u
min. 30 bod̊u

2a) Necht’ G = (N,Σ, P, S) je bezkontextová gramatika. Formálně definujte tvar přechodových pravidel
P v G. Dále definujte, kdy je G v́ıceznačná, a uved’te př́ıklad v́ıceznačné gramatiky, která má 2
neterminály. (30 bod̊u)

2b) Uvažme jazyk
L1 = {w ∈ {a, b}∗| #a(w) < 2 ·#b(w)},

kde #x(w) znač́ı počet symbol̊u x ∈ {a, b} v řetězci w ∈ {a, b}∗.

(a) Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku G t.ž. L(G) = L1.

(b) Dále pro gramatiku G sestrojte rozš́ı̌rený zásobńıkový automat A, který modeluje syntaktickou
analýzu zdola nahoru. Automat A popǐste ve shodě s definićı rozš́ı̌reného zásobńıkového automatu
(tj. nikoliv diagramem).

(60 bod̊u)

2c) Uvažme abecedu Σ = {a, b, c}. Rozhodněte a dokažte, zda je tř́ıda bezkontextových jazyk̊u uzavřena
v̊uči nekonečnému sjednoceńı, tj. pro každou nekonečnou množinu {L0, L1, L2 . . .} bezkontextových
jazyk̊u (kde Li ⊆ Σ∗) plat́ı, že i jazyk L =

⋃∞
i=0 Li je bezkontextový. (30 bod̊u)

Prostor pro řešeńı Př́ıkladu 2.
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Př́ıklad 3
190 bod̊u
min. 50 bod̊u3a) Necht’ M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qf ) je nedeterministický Turing̊uv stroj. Formálně definujte, kdy je jazyk L

i) rekurzivńı a ii) rekurzivně vyč́ıslitelný. Dále rozhodněte a dokažte, zda existuje Turing̊uv stroj M
takový, že L(M) je nekonečný regulárńı jazyk a množina {w ∈ Σ∗ | M na w cykĺı } je nekonečná.

(40 bod̊u)

3b) Uvažme Σ = {a, b}. O každém z následuj́ıćıch jazyk̊u rozhodněte a dokažte, zda je či neńı rekurzivně
vyč́ıslitelný.

i) L1 = {⟨M1⟩#⟨M2⟩ | 0 < |L(M1)| < |L(M2)|},
ii) L2 = {⟨M1⟩#⟨M2⟩#⟨n⟩ | |L(M1) · L(M2)| ≥ n},

kde ⟨M1⟩ a ⟨M2⟩ označuj́ı řetězce, které kóduj́ı Turingovy stroje M1 a M2, a ⟨n⟩ označuje řetězec,
který kóduje č́ıslo n ∈ N.
(70 bod̊u)

Poznámka: V d̊ukazech použijte redukci či popǐste fungovańı požadovaného Turingova stroje.

3c) Mějme teorii T se signaturou ⟨{Cat/0,Fish/0,Trex/0}, {eats/2,=/2}⟩ (= je standardńı rovnost) se
speciálńımi axiomy

∀x(x = Fish ∨ x = Cat ∨ x = Trex )
∀x∀y(eats(x, y) ↔ ¬eats(y, x))
∀x(x = Trex ∨ eats(Trex , x))

i) Rozhodněte a stručně zd̊uvodněte, zda T je (a) bezesporná, (b) úplná a (c) rozhodnutelná (tj.
množina d̊usledk̊u T je rozhodnutelná).

ii) Popǐste hlavńı myšlenku, jak lze ve výše zmı́něné teorii T eliminovat kvantifikátory (tj., jak převést
formuli ∃xφ, kde φ je bez kvantifikátor̊u, na ekvivalentńı formuli bez kvantifikátor̊u).

iii) Rozhodněte a stručně zd̊uvodněte, zda může být Peanova aritmetika TPA redukovatelná na T (tj.
zda může existovat vyč́ıslitelná redukce f , která každou větu φ Peanovy aritmetiky převede na
větu f(φ) jazyka teorie T takovou, že TPA |= φ ⇐⇒ T |= f(φ)).

(80 bod̊u)

Prostor pro řešeńı Př́ıkladu 3.
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Př́ıklad 4
170 bod̊u
min. 50 bod̊u4a) Formálně definujte asymptotické horńı omezeńı funkce f : N → N (to jest O(f(n))). Dále rozhodněte

a stručně dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı (předpokládejme, že P ̸= NP).

i) Existuje jazyk L1, který patř́ı do tř́ıdy NP, ale neńı NP-úplný.

ii) Existuje jazyk L2 ∈ DTIME [n] \DSPACE [n].

iii) Existuje regulárńı jazyk L3, který nepatř́ı do tř́ıdy P.

(60 bod̊u)

4b) Uvažme orientovaný graf G = (V,E), kde V je množina vrchol̊u (č́ıslovaných přirozenými č́ısly od 0) a
E je množina hran. Dále uvažme konečnou množinu barev K a zobrazeńı c : E → K.

Pro libovolné vs, ve ∈ V definujme predikát P : P (vs, ve) = true ⇐⇒ ∃k ∈ K : existuje cesta

v0, e0, v1, . . . , vn−1, en−1, vn : vs = v0 ∧ ve = vn ∧ ∀ 0 ≤ i < n : ei = (vi, vi+1) ∧ ei ∈ E ∧ c(ei) = k.

Uvažme algoritmus cPath(G, vs, ve), který má na vstupu graf G a jeho dva libovolné vrcholy vs a ve.
cPath(G, vs, ve) vraćı true ⇐⇒ P (vs, vn) = true

i) Analyzujte asymptotickou časovou
složitost algoritmu cPath(G, vs, ve)
v nejhorš́ım př́ıpadě.

ii) Analyzujte asymptotickou časovou
složitost algoritmu cPath(G, vs, ve)
v nejlepš́ım př́ıpadě.

iii) Navrhněte algoritmus cPath+(G, vs, ve),
který řeš́ı stejný problém a má lepš́ı
asymptotickou časovou složitost v nej-
horš́ım př́ıpadě. Analyzujte tuto
složitost.

(60 bod̊u)

1 Function cPath(G, vs, ve)
2 for int n := 1; n < |V |; n := n+ 1 do
3 foreach cestu v0, e0, v1, . . . , vn−1, en−1, vn v G do
4 if v0 ̸= vs ∨ vn ̸= ve then break
5 color := c(e0)
6 res := 1
7 for int i := 1; i < n; i := i+ 1 do
8 if c(ei) ̸= color then res := 0; break
9 if res = 1 then return true

10 return false

Poznámka 1: Předpokládejte uniformńı cenové kritérium, kde složitost každého řádku programu je 1.

Poznámka 2: Časovou složitost analyzujte vzhledem k velikosti množiny V a E.

Poznámka 3: V bodě iii) m̊užete předpokládat, že G je efektivně representován pomoćı seznamu následńıku
Adj, kde Adj(v, c) vraćı v konstantńım čase množinu hran s barvou c, které vycházej́ı z vrcholu v.

4c) Uvažme dynamicky alokovanou datovou strukturumnozina implementuj́ıćı konečnou množinu přirozených
č́ısel pomoćı uspořádaného jednosměrně vázaného lineárńıho seznamu (předpokládejte, že uspořádáńı
je rostoućı posloupnost) s ukazatelem head na začátek.

– Operace mnozina.insert(x ) vlož́ı na správnou pozici do seznamu prvek x, pokud v seznamu neńı
(jinak jde o prázdnou operaci). Tato operace má lineárńı časovou složitost k velikosti seznamu.

– Operace mnozina.prune(y) je implementována následuj́ıćım zp̊usobem:

Uvažme posloupnost n operaćı mnozina.insert(x)
a mnozina.prune(y). Analyzujte a zd̊uvodněte
amortizovanou časovou složitost jedné operace
mnozina.prune(x).

Poznámka: Předpokládejte uniformńı cenové kri-
térium, kde složitost každého řádku programu je 1.

(50 bod̊u)

1 Function prune(y)
2 while head ̸= null ∧ head → value < y do
3 tmp := head
4 head := head → next
5 print(tmp → value)
6 free(tmp)
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