
ZRE � numeriké vi£ení - zadání a °e²eníJan �ernoký, FIT VUT Brno, 9. kv¥tna 2014
1 LPCje dán signál o 12-ti vzoríh x[0] . . . x[11]: 0, 0.707, 1, 0.707, 0, -0.707, -1, -0.707, 0, 0.707, 1, 0.707P°íklady1. je moºné vyjád°it tento signál analytiky ? Jak ?Ano, je to sinusovka: x[n] = sin(2πfn) s normovanou frekvení f = 1/8.Jak se na to p°i²lo: ºe je to sinusovka asi sami vidíte. Je to periodiké po N = 8 vzoríh a vzore£ek pro normovanou frekvenije f = 1/N , kde N je perioda. I kdybyste na tento vzore£ek zapomn¥li, m·ºete si °íi �normální sinusovka je periodiká s
2π. Víme, ºe v tam musí být 2π a ºe tam musí být diskrétní £as, £ím byh tak ten diskrétní £as vynásobil/a, aby to byloperiodiké po 8-mi vzoríh ?�Ov¥°ení Matlab:n = 0:11; f = 1/8; N=12;x = sin (2*pi*f*n); stem(n,x);
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2. spo£ítejte energii vztaºenou na 1 vzorek.sou£et kvadrát· absolutníh hodnot vzork· (vzorky jsou reálné, takºe se na absolutní hodnoty m·ºeme klidn¥ vyka²lat),d¥líme délkou signálu:
E =

1

N

N−1
∑

n=0

x2[n] =
0 + 6 × 1

2 + 3 × 1

12
= 0.5Ov¥°ení Matlab:E = 1/N * sum(x.^2)P°ídavná kontrola: energie sinusovky by m¥la být A2

2 , kde A je amplituda. Platí to ?
A2

2
=

1

2. . . jo, platí.3. spo£ítejte pr·hody nulou - nejprve pohledem na obrázek, pak matematiky.1



pohledem na obrázek: 2matematiky:
Z =

1

2

N−1
∑

n=1

| signx[n] − signx[n − 1]|,pro zjednodu²ení bereme znaménko £ísla nula: sign 0 = 1. Uv¥domíme si, ºe vedle sebe sedíí vzorky se stejným znaménkemmají absolutní hodnotu rozdílu znamének 0, pokud se znaménko zm¥ní, je to 2. V na²em signálu tyto p°ehody dostávámedva, tedy:
Z =

1

2
2 × 2 = 24. prove¤te LPC analýzu °ádu 2 - musíte tedy ur£it koe�ienty a1 a a2 �ltru 1

A(z) . Budete pot°ebovatautokorela£ní koe�ienty R[0], R[1] a R[2]. Prove¤te výpo£et °e²ením standardní soustavy rovni o dvouneznámýh.Autokorela£ní koe�ienty se po£ítají pomoí:
R[k] =

N−1−k
∑

n=0

s[n]s[n + k]budeme je pot°ebovat pro k=0,1,2. Signál okopírujeme, posuneme doleva (ale ono je to stejn¥ jedno. . . ) o k, pak v²ehnyvzorky, které budou nad sebou vynásobíme a se£teme.
R[0] =

N−1−k
∑

n=0

x[n]x[n] = 02 + 0.7072 + . . . = 6

R[1] =
N−1−k

∑

n=0

x[n]x[n + 1] = 0 × 0.707 + 0.707 × 1 + . . . = 4.243

R[2] =

N−1−k
∑

n=0

x[n]x[n + 2] = 0 × 1 + 0.707 × 0.707 + . . . = 0.5Ov¥°ení Matlab:R = xorr(x)R = R(N:N+2)R0 = R(1); R1=R(2); R2 = R(3);LPC koe�ienty jsou °e²ením soustavy rovni:
[

R[0] R[1]
R[1] R[0]

] [

a1

a2

]

=

[

−R[1]
−R[2]

]tedy
R[0]a1 + R[1]a2 = −R[1]

R[1]a1 + R[0]a2 = −R[2]Na výpo£et soustavy rovni o 2 neznámýh m·ºete jít r·zn¥, po n¥kolika neúsp¥²nýh pokuseh s pouºitím kofaktor· jsemsi to odvodil r·£o: pro
ax + by = c

dx + ey = fby m¥lo platit:
x =

ce − bf

ea − bd(takºe tam ty kofaktory stejn¥ dostaneme, ha ha ha). Po dosazení:
a1 =

−4.243× 6 + 0.5 × 4.243

62 − 4.2432
= −1.297pak se to dosadí do libovolné z rovni a vyjde:

a2 = 0.843Ov¥°ení Matlab: 2



A = inv([R0 R1 ; R1 R0℄) * [-R1; -R2℄5. Prove¤te tentýº výpo£et pomoí Levinsona-Durbina.postupujeme podle rovni 22-26 v p°edná²e o LPC.iniializae
E(0) = 6iterae(1)

k1 = −[R[1] + ni]/E(0) = 4.243/6 = −0.707

a
(1)
1 = −0.707

a
(1)
j ...ni

E(1) = (1 − 0.7072)6 = 3iterae(2)

k2 = −[R[2] + a
(1)
1 R[1]]/E(1) = . . . = 0.833

a
(2)
2 = 0.833

a
(2)
1 = a

(1)
1 + k2a

(1)
1 = −0.707 + 0.833 × (−0.707) = −1.295�ni� v algoritmu zna£í, ºe díky index·m není o d¥lat.Ov¥°ení Matlab:A = levinson (R,2)6. Vypo£t¥te energii hyby predike z LPC a autokorela£níh koe�ient·.podle vzore£ku (20) z p°edná²ky:

E = R[0] +

P
∑

i=1

aiR[i] = 6 − 1.297× 4.243 + 0.834× 0.5 = 0.913Toto je nenormovaná energie, pokud ji budeme htít p°evést na normovanou, musíme d¥lit 14-ti (?? a pro£ ne 12-ti ??)1.
Enorm =

0.913

14
= 0.06527. Vypo£ítejte signál hyby predike - jedná se tedy o �ltrování signálu x[n] �inverzním� �ltrem A(z). Vypo£t¥tejeho energii a srovnejte s energií vypo£tenou v bod¥ 6.�ltrujeme �ltrem A(z) = 1 + a1z

−1 + a2z
−2, který má v £asové oblasti tuto diferen£ní rovnii:

y[n] = x[n] + a1x[n − 1] + a2x[n − 2]Musíme tedy s£ítat sou£asný vzorek s minulým násobeným a1 a p°edminulým násobeným a2. Na to je dobré si ud¥lat maloutabulku:1Odpov¥¤: Signál má 12 vzork·, ale jelikoº �ltr má dv¥ pam¥ti, produkuje signál je²t¥ o dva vzorky del²í (musíme po£kat, aº se pam¥ti�vysypou�).
3



n x[n] x[n − 1] a1x[n − 1] x[n − 2] a2x[n − 2] y[n℄0 0 0 0 0 0 01 0.707 0 0 0 0 0.7072 1 0.707 -0.917 0 0 0.0833 0.707 1 -1.296 0.707 0.589 04 0 0.707 -0.917 1 0.833 -0.0835 -0.707 0 0 0.707 0.589 -0.1186 -1 -0.707 0.917 0 0 -0.0837 -0.707 -1 1.296 -0.707 -0.589 08 0 -0.707 0.917 -1 -0.833 0.0839 0.707 0 0 -0.707 -0.589 0.11810 1 0.707 -0.917 0 0 0.08311 0.707 1 -1.296 0.707 0.589 012 0 0.707 -0.917 1 0.833 -0.08313 0 0 0 0.707 0.589 0.589Nejprve si vyplníme sloupe x[n], x[n− 1] a x[n− 2], pak k nim dopo£ítáme sloupe násobené koe�ienty a nakone sloupe
x[n], a1x[n − 1] a a2x[n − 2] se£teme. Zvrhlíi si to m·ºou spo£ítat i v Exelu ;-)Spo£ítáme-li energii výstupního signálu:

Enormy
=

1

14

13
∑

n=0

y2[n]zjistíme, ºe je to 0.065, takºe vzore pro výpo£et residuální energie z LPC koe�ient· a autokorela£níh koe�ient· nelhal.8. Ur£ete, kde má �ltr 1
A(z) póly a jak vypadá jeho frekven£ní harakteristika.Jmenovatele �ltru H(z) = 1
A(z) m·ºeme rozloºit do pól· takto:

H(z) =
1

1 + a1z−1 + a2z−2
=

z2

z2 + a1z + a2
=

z2

(z − p1)(z − p2)Póly (tedy body, kde je jmenovatel roven nule, tedy elý výraz roven nekone£nu) jsou dány °e²ením rovnie:
z2 + a1z + a2 = 0Op¥t si vzpomeneme na st°edo²kolskou matematiku, kde se kvadratiká rovnie
ax2 + bx + c = 0°e²ila:

x1,2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2apo dosazení a = 1, b = a1 = −1.296, c = a2 = 0.833 vyjde:
p1 = 0.6482 + 0.6428j, p2 = 0.6482− 0.6428jpodle p°edpokladu vy²la dv¥ komplexn¥ sdruºená £ísla. Pokud si tato £ísla nakreslíme do komplexní roviny, za£neme tu²it,ºe �ltr bude mít harakter pásmové propusti: kdyº bude putovat bod z = ej2πf po jednotkové kruºnii, p°iblíºí se k pólu,krátká vzdálenost k póly �stáhne� jmenovatele H(z) do malýh hodnot a kdyº je jmenovatel malý, frekven£ní harakteristikabude velká2. P°evedeme-li póly do exponeniálního tvaru rejφ, dostaneme:

p1 = 0.913ej0.781, p1 = 0.913e−j0.781Zajímá nás, které frekveni bude maximum odpovídat. Kdyº elá kruºnie (2π rad) odpovídá normované frekveni 1, pakbude 0.781 rad odpovídat:
0.781

2π
= 0.124 ≈ 1

8To je fajn, protoºe �ltr 1
A(z) se dob°e �nau£il na ná² signál�, který m¥l také frekveni 1

8 .Ov¥°ení Matlab:2Víe viz p°edná²ka o lineární �ltrai v ISS. 4



H=freqz(1,A,256); f=(0:255) / 256 * 0.5;plot (f,abs(H))
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2 DTWJsou dány vektory s parametry3: testovaí: t = [1 3]Treferen£ní 1: r1 = [2 4]Treferen£ní 2: r2 = [−1 3]TP°íklady1. Ur£ete Euklidovy vzdálenosti vektoru t od r1 i od r2 a ur£ete, který z referen£níh vektor· je testovaímublíºe.Pro výpo£et Euklidovy vzdálenosti pouºijeme známý vzore£ek pro p°eponu trojúhelníka:
D(r, t) =

√

(r(1) − t(1))2 + (r(2) − t(2))2,kde r(1), t(1) jsou první a r(2), t(2) druhé sloºky jednotlivýh vektor·. Takºe:
D(r1, t) =

√

12 + 12 = 1.414

D(r2, t) =
√

(−2)2 + 02 = 2Referen£ní vektor r1 je testovaímu blíºe.2. Referen£ní posloupnost má 4 vektory, testovaí má 3 vektory. Je dána �m°íºka� lokálníh vzdáleností(referene svisle, test vodorovn¥).
D =









1 5 3
5 2 1
4 3 6
2 2 5









.Ur£ete DTW vzdálenost.P°i výpo£tu DTW vzdálenosti za£neme tak, ºe si nakreslíme �m°íºku� lokálníh vzdáleností D a iniializujeme �m°íºku�£áste£nýh kumulovanýh vzdáleností G.

Pak budeme vypl¬ovat G zleva doprava a zespoda nahoru tak, ºe v kaºdém bod¥:hodnota = min







g souseda vlevo+ d
g souseda dole + d
g souseda vlevo dole + 2d





Z p°edná²ek si moºná pamatujete, ºe 2 je penalizae p°íli² ryhlého postupu v obou sm¥reh. P°i vypl¬ování polí£ka v G sizapamatujeme, odkud jsme p°i²li. Vypln¥ní prvního sloupe a prvního °ádku je triviální, detail ukazuje polí£ko [2, 2], kde sepoprvé musíme skute£n¥ rozhodnout:3Vektory jsou sloupové a protoºe se mi je nehe sloupové sázet, je u nih v²ude T jako ºe jsou transponované ;-)6



Nakone bude G vypadat takto:

Lehe ur£íme DTW vzdálenost: pod¥líme poslední polí£ko sou£tem délek referene a testu:
DDTW =

14

3 + 4
= 23. Ur£ete optimální srovnávaí estu a pr·b¥hy �indexovaíh� funkí r(k) a t(k).Optimální srovnávaí estu dostaneme zp¥tným trasováním z posledního polí£ka G � na obrázku je vyzna£ena tlustými£arami. Vidíme, ºe srovnávaí esta má K = 5 bod·, indexovaí funke budou:pro refereni r(k) = [1 1 2 3 4]pro test t(k) = [1 2 2 3 3].

7



3 HMMJe dán model s N = 4 stavy (z nihº jsou 2 vysílaí). Vektory v matii O mají dva prvky a je jih T = 5:
o(1) =

[

0.5
1

]

, o(2) =

[

1.2
3

]

, o(3) =

[

1
2

]

, o(4) =

[

−0.5
−3

]

, o(5) =

[

−1
−5

]

.Model má tuto matii p°ehodovýh pravd¥podobností:
A =









0 1 0 0
0 0.6 0.4 0
0 0 0.7 0.3
0 0 0 0







Funke hustoty rozd¥lení pravd¥podobnosti v jednotlivýh staveh jsou dány jedním Gaussovým rozloºením s následujíímivektory st°edníh hodnot a sm¥rodatnýh odhylek:
µ2 =

[

1
2

]

, σ2 =

[

2
2

]

µ3 =

[

−1
−2

]

, σ3 =

[

2
2

]P°íkladyMatlabové ov¥°ení k t¥mto p°íklad·m najdete v souboru viko2_hmm_reseni.m1. ur£ete v²ehny moºné stavové sekvene X.Bude dobré si tento HMM nejprve nakreslit:

V²ehny stavové sekvene musí za£ínat prvním nevysílaím stavem � £. 1 � a kon£it posledním nevysílaím � £.4. Dvavysílaí stavy si musí rozd¥lit v²ehny vektory, elková délka v²eh sekvení tedy bude 7. V²ehny moºné sekvene jsou 4:
X1 = [1 2 3 3 3 3 4]

X2 = [1 2 2 3 3 3 4]

X3 = [1 2 2 2 3 3 4]

X4 = [1 2 2 2 2 3 4]Jiné sekvene nejsou platné, protoºe v modelu se nedají p°eskakovat stavy.2. pro kaºdou z nih ur£ete pravd¥podobnost vyslání: P (O, X |M). V tomto úkolu budete pot°ebovat výpo£etvysílaíh pravd¥podobností Pro b2(o(1)) spo£ítejte sami, pro ostatní jsou zde:
o(1) o(2) o(3) o(4) o(5)

b2 ?????? 0.0349 0.0398 0.0013 0.0001
b3 0.0098 0.0010 0.0033 0.0340 0.01298



Nejprve musíme spo£ítat vysílaí pravd¥podobnost b2(o(1)) � dostaneme ji tak, ºe dosadíme o(1) do funke hustoty rozloºenípravd¥podobnosti druhého stavu. Jelikoº jsou tato rozloºení dána pouze pomoí st°edníh hodnot a sm¥rodatnýh odhylek,nemusíme se na²t¥stí starat o inverzi kovarian£ní matie a její determinant, ale pouºijeme zjednodu²ený vzore (rovnie 5 vp°edná²e o HMM), kdy dostaneme vysílaí pravd¥podobnost jako sou£in hodnot dvou jednorozm¥rnýh Gaussovek.
b2(o(1)) =

1√
2π σ21

e
−

(o(1)1−µ21)2

2σ
2
21 × 1√

2π σ22

e
−

(o(1)2−µ22)2

2σ
2
22 = . . . = 0.034Tabulku tedy m·ºeme doplnit.P°i výpo£tu pravd¥podobností P (O, X |M) po jednotlivýh estáh se °ídíme pravidlem �násobit v²ehny pravd¥podobnosti,které po est¥ potkáme�, tedy v²ehny p°ehodové a vysílaí vºdy bereme podle toho, který stav �vysílá� který vektor. Budeto brutální, ale tady jsou elkové vzore£ky:

P (O, X1|M) = a12 b2(o(1)) a23 b3(o(2)) a33 b3(o(3)) a33 b3(o(4)) a33 b3(o(5)) a34 = 2.02 × 10−12

P (O, X2|M) = a12 b2(o(1)) a22 b2(o(2)) a23 b3(o(3)) a33 b3(o(4)) a33 b3(o(5)) a34 = 6.12 × 10−11

P (O, X3|M) = a12 b2(o(1)) a22 b2(o(2)) a22 b2(o(3)) a23 b3(o(4)) a33 b3(o(5)) a34 = 6.36 × 10−10

P (O, X4|M) = a12 b2(o(1)) a22 b2(o(2)) a22 b2(o(3)) a22 b2(o(4)) a23 b3(o(5)) a34 = 1.6 × 10−113. ur£ete Baum-Welhovu pravd¥podobnost: P (O|M) =
∑

∀X

P (O, X |M)Tato pravd¥podobnost je sumou p°es v²ehny esty:
P (O|M) = 7.12 × 10−10

4. ur£ete Viterbiho pravd¥podobnost: P ⋆(O|M) = max
∀X

P (O, X |M)Tato pravd¥podobnost je maximem p°es v²ehny esty:
P (O|M) = 6.36 × 10−10

5. ur£ete log-Viterbiho pravd¥podobnost: log P ⋆(O|M) pomoí algoritmu token-passing. Odlogaritmujte asrovnejte s bodem 4.Budeme postupovat p°esn¥ podle algoritmu na koni p°edná²ky o HMM. Je dobré si p°ipravit obrázek, který obsahuje nasvislé ose stavy modelu a na vodorovné ose £asy. �asy m·ºeme doplnit o dva ��ktivní� £asy: 0 a T + 1 (p°edpokládáme,ºe vektory O jsou indexovány od 1 do T ), ve kterýh budeme algoritmus iniializovat a uzavírat. Uv¥domíme si, ºe do pivbudeme dolévat logaritmiké4 pravd¥podobnosti log aij + log bj[o(t)], takºe bude dobré si p°ipravit:
• do obrázku logaritmy p°ehodovýh pravd¥podobností:

log 1 = 0, log 0.6 = −0.51 log 0.4 = −0.92, log 0.7 = −0.36, log 0.3 = −1.20

• tabulku logaritm· bj(o(t)) pro v²ehny vektory:
o(1) o(2) o(3) o(4) o(5)

log b2 -3.38 -3.35 -3.22 -6.65 -9.21
log b3 -4.63 -6.91 -5.71 -3.38 -4.35

4Je elkem jedno, jaký pouºijeme logaritmus, doporu£uji p°irozený � na kalkula£e ln, v programovaíh jazyíh log.9



Pr·b¥h algoritmu je pak nazna£en na následujíím obrázku5:

Po jeho dob¥hnutí odebereme z posledního stavu modelu pivo, a pro získání Viterbiho pravd¥podobnosti odlogaritmujeme:
P ⋆(O|M) = e−21.18 = 6.33 × 10−10oº je (aº na zaokrouhlovaí hyby) výsledek, který jsme dostali v p°íkladu 4. plným proházením v²eh est.

5�erná te£ka pod £íslem stavu 2 nemá ºádný význam � v papíru byla díra ;-)10


