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Plán

• Opakováńı – variabilita v řeči.

• Statistický p̌ŕıstup.

• Model a jeho parametry.

• Pravděpodobnost vysláńı matice O modelem M .

• Trénováńı parametr̊u.

• Rozpoznáváńı.

• Viterbi a Pivo-passing.
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Opakováńı – jak na variabilitu v řeči

prostor parametr̊u - člověk nikdy něrekne jednu věc stejně ⇒ vektory parametr̊u se vždy

lǐśı.

1. Mě̌reńı vzdálenosti mezi vektory.

2. Statistické modelováńı.
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časováńı – lidé nikdy něreknou jednu věc se stejným časováńım.
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Časováńı č.1 - Dynamické borceńı času - cesta
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Časováńı č.2 - Skryté Markovovy modely - sekvence stav̊u
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Skryté Markovovy modely (Hidden Markov Models) - HMM

Kdyby byla slova reprezentována jedńım skalárem a slova byla representována

Gaussovskými rozložeńımi. . .
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• Hodnota p(x) funkce hustoty rozděleńı pravděpodobnostui neńı pravděpodobnost

(pozor na statistiky se sekyrkou /). Pravděpodobnost je pouze
∫ b

a
p(x)dx. My tomu

ale budeme ř́ıkat pravděpodobnost.

• Hodnotě p(x) se někdy ř́ıká vyśılaćı pravděpodobnost (emission probability), protože

kdyby náhodný proces dokázal generovat hodnoty, vygeneroval by x s p(x). Naše

procesy nic generovat nebudou, ale budeme tomu “vyśılaćı pravděpodobnost” ř́ıkat

(odlǐseńı od p̌rechodových – viz dále).
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. . . jenže slova nejsou representována skaláry, ale vektory ⇒ v́ıcerozměrná Gaussovská

rozložeńı.
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V reálu jsou gaussovky mnoharozměnré (nap̌r. 39-rozměrné), to se špatně p̌redstavuje a

kresĺı, ale můžeme si vždy udělat pr̊umět do 1D, 2D nebo 3D.
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. . . jenže slova nemaj́ı jen jeden vektor, ale v́ıce. . .

• Nápad 1: ḿıt 1 gaussovku na slovo, postupně j́ı p̌redkládat vektory a hodnoty sč́ıtat

⇒ BLBÝ NÁPAD (“pǎŕı” = “̌ŕıpa” ???)

• Nápad 2: každé slovo budeme muset representovat sekvenćı v́ıce Gaussovek.

– jedna nezávislá Gaussovka na každý vektor ? Aj aj, vektor̊u je pokaždé jiný počet !

– model, kde se Gaussovky budou moci opakovat !
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Modely, kde se Gaussovky mohou opakovat, se jmenuj́ı HMM

trochu p̌resněji – výklad pro izolovaná slova

⇒ Pro každé slovo, které budeme cht́ıt rozpoznávat, budeme poťrebovat jeden model.

model1

model2

model3...

unknown
word

Φ1

Φ2

Φ3

Φ
v

modelN N
v

selection
of the 
winner

Viterbi
probabilities

word2 ...
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Teď už muśı nastoupit trocha matematiky. Vše budeme ukazovat na jednom modelu, ale

uvědomme si, že aby rozpoznávač rozpoznával, muśı jich v něm být několik – pro každé

slovo.

Vstupńı sekvence vektor̊u

O = [o(1),o(2), . . . ,o(T )], (1)
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Konfigurace HMM
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Přechodové pravděpodobnosti aij

Zde: pouze ťri typy:

• ai,i pravděpodobnost setrváńı ve stavu.

• ai,i+1 pravděpodobnost p̌rechodu do následuj́ıćıho stavu.

• ai,i+2 pravděpodobnost p̌reskočeńı následuj́ıćıho stavu (nepouž́ıvá se, pouze někdy pro

modely “krátkého ticha”).

A =



























0 a12 0 0 0 0

0 a22 a23 a24 0 0

0 0 a33 a34 a35 0

0 0 0 a44 a45 0

0 0 0 0 a55 a56

0 0 0 0 0 0



























(2)

. . . matice má prvky pouze na diagonále a nad ńı (muśıme se v modelu zastavit nebo j́ıt

dál, nelze j́ıt dozadu. DTW: cesta také nesměla j́ıt dozadu!)
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Funkce hustoty rozložeńı vyśılaćıch pravděpodobnost́ı (pdfs)

“pravděpodobnost” (pozor na statistiky!) vysláńı vektoru o(t) i-tým stavem modelu:

bi[o(t)].

• diskrétńı: vektory jsou pomoćı VQ “p̌redkvantovány” na symboly, stavy pak obsahuj́ı

tabulky vyśılaćıch pravděpodobnost́ı jednotlivých symbol̊u – nebudeme prob́ırat.

• spojité funkce hustoty rozložeńı vyśılaćıch pravděpodobnost́ı (continuous

density – CDHMM) Funkce je definována gaussovským rozděleńım

pravděpodobnost́ı nebo sumou několika rozděleńı.
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Kdyby měl vektor o jen jeden prvek:

bj [o(t)] = N (o(t);µj , σj) =
1

σj

√
2π

e−
[o(t)−µj ]

2

2σ2 (3)
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jenže vektor o(t) je P -rozměrný (klasicky 39):

bj [o(t)] = N (o(t);µj ,Σj) =
1

√

(2π)P |Σj |
e−

1
2 (o(t)−µj)

T
Σ
−1
j

(o(t)−µj), (4)

−1

0

1

2

−2
−1

0
1

2
3

4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

x
2

µ = [1;0.5]; Σ = [1 0.5; 0.5 0.3]

x
1

p(
x)
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... definice směśı Gaussových rozděleńı (bez rovnice):
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Zjednodušeńı rozděleńı pravděpodobnosti:

• pokud nejsou parametry korelovány (nebo doufáme, že nejsou), jejich kovariančńı

matice je diagonálńı ⇒ naḿısto P × P kovariančńıch koeficient̊u stač́ı odhadnout P

směrodatných odchylek (rozptyl̊u) ⇒ jednoduš̌śı modely, dostatek dat k odhadu,

hodnota rozděleńı dána pouze součinem 1-rozměrných Gauss. rozděleńı (bez

determinantu a inverze):

bj [o(t)] =

P
∏

i=1

N (o(t);µji, σji) =

P
∏

i=1

1

σji

√
2π

e
−

[o(t)−µji]
2

2σ2
ji (5)

• sady parametr̊u nebo celé stavy mohou být sd́ılené mezi modely ⇒ méně parametr̊u,

spolehlivěǰśı odhad, méně paměti.
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Pravděpodobnosti, že model M generuje sekvenci O

Stavová sekvence: stavy p̌rǐrad́ıme vektor̊um, nap̌r: X = [1 2 2 3 4 4 5 6].
state
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pravděpodobnost generováńı O po cestě X:

P(O, X|M) = ax(o)x(1)

T
∏

t=1

bx(t)(ot)ax(t)x(t+1), (6)

Jak definovat jednu pravděpodobnost generováńı sekvence vektor̊u modelem ?

a) Baum-Welch:

P(O|M) =
∑

{X}

P(O, X|M), (7)

bereme sumu p̌res všechny stavové sekvence délky T + 2.

b) Viterbi:

P?(O|M) = max
{X}

P(O, X|M), (8)

je pravděpodobnost optimálńı cesty.
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Poznámky

1. U DTW jsme hledali minimálńı vzdálenost. Zde hledáme maximálńı pravděpodobnost,

někdy též věrohodnost L.
2. Rychlé algoritmy pro implementaci výpočtu jak Baum-Welche, tak Viterbiho:

neńı nutné vyhodnocovat všechny možné stavové sekvence X.
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Trénováńı parametr̊u (nejsou v tabulkách :-) . . . )
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1. parametry modelu jsou zhruba odhadnuty:

µ̂ =
1

T

T
∑

t=1

o(t) Σ̂ =
1

T

T
∑

t=1

(o(t)− µ)(o(t)− µ)T (9)

2. vektory jsou p̌rǐrazeny stav̊um: “natvrdo” nebo “měkce” pomoćı funkce Lj(t) (state

occupation function).
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3. nové odhady parametr̊u:

µ̂j =

T
∑

t=1

Lj(t)o(t)

T
∑

t=1

Lj(t)

Σ̂j =

T
∑

t=1

Lj(t)(o(t)− µj)(o(t)− µj)
T

T
∑

t=1

Lj(t)

. (10)

. . . podobné vzorce pro odhad p̌rechodových pravděpodobnost́ı aij .

Kroky 2) a 3) se opakuj́ı: kritérium pro stop je fixńı počet iteraćı nebo moment, kdy už se

nezvěťsuj́ı pravděpodobnosti.

• algoritmus se označuje jako EM (Expectiation Maximization): dá se odvodit tak, že

poč́ıtáme
∑

p(každého vektoru|staré parametry)× log p(každého vektoru|nové
parametry), což je vlastně očekáváńı (pr̊uměr na datech) celkové likelihood. Toto je

kriteriálńı funkce, kterou maximalizujeme ⇒ vede ke zvyšováńı likelihood.

• maximalizujeme věrohodnost, že data budou “vyslána” modelem ⇒ LM (likelihood

maximization) - trochu problém, protože modely uč́ıme tak, aby nejlépe reprezentovaly

jednotlivá slova, ale ne aby mezi němi diskriminovaly.
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Jak na state occupation functions

Pravděpodobnost Lj(t) “byt́ı ve stavu j v čase t” můžeme spoč́ıtat jako sumu všech cest,

které v čase t projdou stavem j: P (O, x(t) = j|M)

j
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. .
 .

. .
 .
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Poťrebujeme ale zajistit, aby to byly opravdové pravděpodobnosti, tedy:

N
∑

j=1

Lj(t) = 1, (11)

jinými slovy: p̌ŕıspěvek jednoho vektoru všem stav̊um muśı být p̌resně 100%. Muśıme

normalizovat sumou pravděpodobnost́ı (ne ! správně věrohodnost́ı !) všech cest, které

projdou č́ımkoliv v čase t

Lj(t) =
P (O, x(t) = j|M)

∑

j

P (O, x(t) = j|M)
. (12)

. . . jenže to už jsou opravdu všechny cesty modelem, takže můžeme normalizovat

Baum-Welchovou pravděpodobnost́ı:

Lj(t) =
P (O, x(t) = j|M)

P (O|M)
. (13)
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Jak na P (O, x(t) = j|M)

1. Výpočet částečných dop̌redných pravděpodobnost́ı (začal jsem na začátku modelu a v

čase t jsem ve stavu j):

αj(t) = P (o(1) . . .o(t), x(t) = j|M) (14)

2. Výpočet částečných zpětných pravděpodobnost́ı (začal jsem na konci modelu a v čase

t jsem ve stavu j):

βj(t) = P (o(t+ 1) . . .o(T )|x(t) = j,M) (15)

3. state occupation function je pak definována:

Lj(t) =
αj(t)βj(t)

P (O|M)
(16)

. . . v́ıce v HTK Book.
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Algoritmus trénováńı model̊u

1. Alokuj akumulátor pro každý odhadovaný vektor/matici.

2. Spoč́ıtej dop̌redné a zpětné pravď. αj(t) a βj(t) pro všechny časy t a všechny stavy j.

Spoč́ıtej state occupation functions Lj(t).

3. Ke každému akumulátoru p̌ridej p̌ŕıspěvek od vektoru o(t) vážený p̌ŕıslušnou Lj(t).

4. Použij konečnou hodnotu akumulátoru pro odhad vektoru/matice pomoćı rovnice 10

— nesḿıme zapomenout na normováńı výrazem
∑T

t=1 Lj(t).

5. Pokud se hodnota P(O|M) od minulé iterace podstatně nezměnila, stop, jinak Goto 1.
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Rozpoznáváńı – Viterbiho algoritmus

• máme rozpoznat neznámou sekvenci O.

• ve slovńıku máme Ň slov w1 . . . wŇ .

• pro každé máme natrénovaný model M1 . . .MŇ .

• Otázka zńı: “Který model by generoval O s nejvěťśı pravděpodobnost́ı ?”

i? = argmax
i

{P(O|Mi)} (17)

použijeme Viterbiho pravď. pro nejpravděpodobněǰśı stavovou sekvenci:

P?(O|M) = max
{X}

P(O, X|M). (18)

takže:

i? = argmax
i

{P?(O|Mi)} . (19)
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Výpočet Viterbiho pravď.:

– podobné jako Baum-Welch.

Částečná Viterbiho pravď.:

Φj(t) = P? (o(1) . . .o(t), x(t) = j|M) . (20)

Pro j-tý stav a čas t. Žádaná Viterbiho pravď je:

P?(O|M) = ΦN (T ) (21)
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Rozpoznáváńı izolovaných slov pomoćı HMM
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Viterbi jinak: Token passing – p̌redáváńı p̊ullitr̊u

každý stav modelu může obsahovat půllitr s pivem. Pracujeme s log pravděpodobnostmi,

součiny ⇒ součty. Budeme dolévat pravděpodobnosti.

Inicialisace: vlož prázdný půllitr do každého vstupńıho stavu modelu (běžně pouze stav

1.).

Iterace: pro časy t = 1 . . . T :

• v každém stavu i, který obsahuje půllitr, tento naklonuj a pošli kopii do všech

napojených stav̊u j. Po cestě dolej log aij + log bj [o(t)].

• pokud se v nějakém stavu nacháźı v́ıce než jeden půllitr, nechej jen ten nejplněǰśı,

zahoď ostatńı.

Konec: ze všech stav̊u i spojených s výstupńım stavem N , které obsahuj́ı půllitr, pošli jej

do N a dolej log aiN . V posledńım stavu N , vyber jen nejplněǰśı půllitr a zahoď

ostatńı. Hladinka piva ve stavu N odpov́ıdá log Viterbiho pravděpodobnosti:

logP?(O|M).
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Pivo passing pro rozpoznáváńı spojených slov

postav́ıme mega-model ze všech slov, “sleṕıme” prvńı a posledńı stavy.

A B

ONE

TWO

ZERO
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Rozpoznáváńı – podobně jako pro izolovaná slova, muśıme si však pamatovat slova,

kterými optimálńı půllitr prošel.
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Daľśı čteńı

• HTK Book - http://htk.eng.cam.ac.uk/

• Gold and Morgan: v knihovně FIT.

• Černocký - staré texty o HMM na

http://www.fit.vutbr.cz/~cernocky/oldspeech/

• Poč́ıtačové cvičeńı HMM-HTK, staré poč. cvičeńı HMM-Matlab (na oldspeech).
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